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Simulacro 16/01/2020

1. (And88/Gal89) Sea f(x) un polinomio de tercer grado con coeficientes
reales que tiene sus tres raices reales y distintas. Se considera la ecuacion:

p(x) = f'(x)? = 2f(x) - f"(x) = 0

Se pide determinar el nimero de raices reales de la ecuacién p(x) = 0.
Considerar también el caso en que f(x) tenga una raiz real triple.

2. (Madrid 2000 modificado) Hallar razonadamente los ntimeros naturales
que son iguales a la diferencia entre el cubo y el cuadrado de la suma de
sus cifras. (Tomar congruencias y acotar el nimero maximo de cifras)

3. (Madrid 1984) Sean a,, by, c, tres nimeros reales dados. Se definen:
a,, b, v ¢, por la relacion de recurrencia siguiente:
ap = Ap_1 + bpy
by =Dby_1+cn1q
Cn = Cn-1

an Qo 1 1 0
Demostrar que (bn> = A" <bo>, siendo 4 = <O 1 1)

Cn Co 0 0 1

4. (Canarias 1988 modificado). Calcular cuidntos nimeros de 7 cifras se
pueden formar con las cifras 0, 1, 2, 2, 3, 3, 3.

Halla la suma de todos ellos.
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Solucién

1. (And88/Gal89) Sea f(x) un polinomio de tercer grado con coeficientes reales que tiene sus
tres raices reales y distintas. Se considera la ecuacion:
p(x) =f'(x)*=2f(x) - f"(x) =0
Se pide determinar el nimero de raices reales de la ecuacion p(x) = 0.
Considerar también el caso en que f(x) tenga una raiz real triple.

Supongamos que la funcién tiene la forma:
fxX) =ax®+bx?+cx+d
Sustituimos en la ecuacion, ya que:
f'(x) =3ax? + 2bx +c
f"(x) =6ax + 2b
Por lo que:
p(x) = [3ax? + 2bx + c] — 2[ax® + bx? + cx + d] - [6ax + 2b]

Sin embargo, esta forma de operar no llevara a ningun resultado. En cambio, podemos hacer:

p(x) = f'()?* = 2f(x) - f"(x)
p'(x) = 2f" () f"(x) = 2f" () f" (x) = 2f () f"" (x) = =2f () f"" (x)

Con esto, y dado que f"'(x) = 6a, tenemos que:

p'(x) = —2f(x) - 6a = —12af (x)
Asi pues, las raices de f(x) coincidiran con las de p’(x), es decir, los maximos o minimos de la
funcién p(x) son las raices de f(x).

De donde:

Vemos ademas que la funcion p(x) puede desarrollarse como:
p(x) = —12a%x* + -+
Lo que indica que lirJP p(x) = —oo.
X—>1T00

Con toda esta informacion llegamos a la conclusion de que p(x) tiende a —oo en ambos lados, y
que tiene tres extremos relativos, que llamaremos m;, m,, m;. Claramente estos tienen que ser
maximo, minimo y maximo respectivamente, siguiendo el siguiente esquema:

- u
04 02

24 2 -16 -12 -08 -04 0}
0

ta 24 2 -16 -12 -08 04 0| 04 08
-0

Etc. Vemos en las graficas anteriores los casos en que no hay solucion y que hay una solucion.
De la misma forma podria haber dos soluciones, tres o cuatro.

Ahora bien, sustituyendo las tres raices de f(x) en p(x) se tiene:
p(my) = f'(my)? = 2f(my)f" (m,)
Dado que f(m;) = 0, se tiene que:
p(my) = f'(m)* >0
Lo mismo ocurre con las otras dos soluciones, luego en los tres puntos p(m;) > 0.
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Sabemos, pues, que tenemos el esquema:

0.8
0.6
0.4
0.2

-0.2
-04

-ng|

0.4 8

De donde deducimos que la ecuacién p(x) = 0 tiene exactamente dos soluciones.

Consideremos ahora el caso en que existiese una raiz triple en f(x). En este caso:
f() =alx—my)® = f'(x) =3alx —my)* = f"(x) = 6alx —my) = "' (x) = 6a

Al igual que antes, sustituimos en p(x)

p(x) = f'(x)? = 2f(x) - f"(x) = [Balx — my)?]? = 2[alx — my)®][6a(x — my)]

De donde:

p(x) = 9a?(x — my)* — 12a%(x — my)* = —3a?(x — my)?
En cuyo caso, tenemos que p(x) = 0 solo tiene una solucion, x = my, cuadruple.
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2. (Madrid 2000 modificado) Hallar razonadamente los nimeros naturales que son iguales a la
diferencia entre el cubo y el cuadrado de la suma de sus cifras. (Tomar congruencias y acotar

el nimero méaximo de cifras)

Sea n el nimero buscado, entonces n = s®—s?=s%(s—1), lo que pretendemos ahora es

simplificar el numero de posibilidades para estos numeros.

Tomaremos congruencias modulo 9, recordando una propiedad que se cumple en congruencias
modulo 9, y es que el cualquier nimero natural es congruente moédulo 9 con la suma de sus cifras,
a partir de ahi descartaremos muchas posibilidades:

Numeros s? s?(s—1)
mod9
0

O |IJ |0 | O |~ |W|DND |
= jlo|lalalo|ln |~ |o
i =1 =1 N ==

Como s tiene que ser congruente con n. Entonces la tinica posibilidad es que sea multiplo de 9.

Ahora veamos la otra forma de acotar las posibilidades, a medida que un niimero es muy grande,
no puede ser el sumo del cubo de sus cifras porque estos nimeros serian muy pequenos, veamos
como se comporta esta afirmaciéon con los nimeros mas grandes en cuanto a cifras

99 < 183,999 < 273, 9999 < 363, 99999 < 453 | pero de aqui en adelante 999999 > 543 |

y asl sucesivamente, asi que es imposible que ocurra que un numero de 7 cifras cumpla esto,
veamos como demostrarlo adecuadamente con notacién matematica.

Descomponiendo el niumero polinomialmente, existiran a; tal que n = }”;01 a;107, si el numero
tiene m cifras, asi, s = ;”;01 a;, para que el nimero tenga m cifras, se tiene que cumplir que
a,—1 # 0, y por tanto, n > 10™"1, por otro lado, el m4dximo niimero que puede alcanzar la suma

de las cifras es 9m, si el nimero fuera con todo 9, asi entonces,
10"l <n=s5%(—-1) <s3<(9m)3

Vemos que a partir de m = 7 esta desigualdad no se cumple, es decir, no es posible que sea un
numero de ese tipo, pero habria que demostrar por induccién que se cumple para todos a partir
de este, para reducir el problema solo a este, asi, supongamos que se cumple esta inecuacion al
revés para k, veamos que se cumple la misma inecuacién para k + 1.

Hipétesis de induccién: 10¥~1 > (9k)3

Para poder utilizar la hipétesis de induccién, necesitamos compararlo multiplicando o dividiendo
la hipétesis de induccion.

_ (9k)®

(90 + DI° = 2590k + DI* = (9k)° [

9k + D] k+1\3 1,3
~ (9k)3

o | =0 (T) < 10%1 (1 +E) < 10%1.23 < 10
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Asi pues, las posibilidades han quedado reducidas a las siguientes:

S 0 9 18 27 36 45 54
s’(s—1) 0 648 5508 18954 | 45360 | 89100 | 154548
S 0 18 18 27 18 18 27

Solo coincide la suma con lo que deberia ser en 0,18 y 27, asi, por tanto, solo los nimeros 0, 5508
y 18954 son los posibles.




@
SIMULACRO 16/01/2020 V“nOt

3. (Madrid 1984) Sean a,, by, ¢, tres niimeros reales dados. Se definen: a,, b,, y ¢, por la relacién
de recurrencia siguiente:
Ap = ap_1+ by
by = bp-1+
Cn = Cn-1

an Qo 1 1 0
Demostrar que (bn =A"| by |, siendoA= (0 1 1)
Cn Co 0 0 1

2.1 Calculemos A™ para comprobar cuanto seria:

1 10 1 1 0 1 2 1
A=(0 1 1)-(0o 1 1)=(0 1 2
0 0 1 0 0 1 0 0 1

1 2 1 1 1 0 1 3 3
A3 = (O 1 2]-10 1 1) =10 1 3)
0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 3 3 1 10 1 4 6
A*=10 1 3|-{0 1 1)=(0 1 4
0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 n n(nz—l)
Vemos que sigue el patron siguiente A" = | 5 n
0 0 1

Probemos por induccion que esa seria la matriz A™

Para n =1 se cumple
Supongamos que se cumple para n, veamos si se cumple para n+1

n(n — n(n —
{ o MDY g0y 1 g MEZD
AVl = gn. g4 = 2 01 1]= 2 =
0 1 n 0 0 1 0 1 n+1
0 0 0 0 1
1 n+1 MY
0 1 n41 | aue efectivamente cumple con el patrén de A™ c.q.d.
0 0 1

an an-1 an—2 apn—2 an-3 an-3
Vemos que, (bn> =A <bn—1> =A-A- (bn—z) =A% (bn—2> =A% A <bn—3> =A3- (bn—S) =
Cn Cn-1 Cn—2 Cn—2 Cn-3 Cn-3
An-n Qo
= = A" . (bn—n> = A" . <b0> CQd
Cn-n Co

Utilizando lo probado en el apartado anterior, podemos deducirlo
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an Qo lon @ Qo ao.+ nby + n(n2—1) Co
bn :An . bO = 0 1 n bO = b() + TLCO
Cn €o 00 1 o Co

nn—-1)

a, = ap + nby +
Por tanto, b, = by + nc,

Co

Cn:CO
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4. (Canarias 1988 modificado). Calcular cudntos ntimeros de 7 cifras se pueden formar con las
cifras 0, 1, 2, 2, 3, 3, 3.
Halla la suma de todos ellos.

Solucién: Lo primero que debemos ver es cuanto numeros hay y luego buscar una estrategia
para sumarlos, como los niimeros se repiten podemos verlo como permutaciones con repeticion,
asi seran:

PR%‘LZ'3 = #;'3' = 420 pero hay que quitar los nimeros que comienzan por cero.
6!
1,2,3 __ _
PR = 112131 = ©0

Por tanto, en total habra 420 — 60 = 360

Para hallar la suma de todos ellos, veamos como hacerlo, lo haremos teniendo en cuenta cual
sera la suma de todos los valores de las unidades de millén, centenas de millar, decenas de
millar, unidades de millar, centenas, decenas y unidades.

En las centenas de millar por ejemplo habra 60 niimeros con un 0, 60 con un 1, 120 con un 2 y
180 con un 3, y por tanto, 0- 60+ 1-60+ 2-120 + 3 - 180 = 840. Asi habra

840 unidades de millén, 840 centenas de millar, ..., y 840 unidades, por tanto, la suma sera

07

840(1 + 10 + 10% + 103 + 10* + 10° + 10°) = 840 - = 933333240

10-1




