Examen Reposicion Madrid 2023 / VIMAT

(2.5 puntos) Hallar todas las raices de la ecuacién
23— (84 )22 + (24 + 4i)z — (24 — 6i) = 0
teniendo en cuenta que el producto de dos de ellas es 15 + 9i.

Solucién: Utilizando la tercera formula de Cardano-Vieta, siendo zy,z, y z; las tres
raices:
Z1+2Zy 23 =24 —61
Como el producto de dos de ellas es 15 + 9i , supongamos que son z; y z,, quedaria:
(15 + 9i) - z5 = 24 — 6i
24—6i (24—60)-(15—9i) 360 —54—90i —216i 306 — 306i

%= 15+9 (15 +90)(15 — 9 225 + 81 306 >z =1-1]

Por Ruffini:

1 —-8—1i 24 + 4 — 24 + 61
1—1i 1—i —9+5i 24 —6i
| 1 =7 —2i 15+ 9i 0

Con la féormula para resolver la ecuacion de segundo grado quedaria:

z2—(7+4+2)z+154+9i=0

(7+2i)i\/(7+2i)2—60—36i (7+2i)) +v—-15—-8i
Z = =
2 2

Para calcular la raiz cuadrada, planteamos:

igualando
partes reales
. . eimaginarias (42 — h2 = —1§
a+ bi)?> =—-15—8i
( ) , { 2ab = —8
Despejando en la segunda ecuaciéon a = — A
2
Sustituyendo en la primera ecuacién: (— %) —b%? =-15
Y resolviendo esta ecuacién:16 —b* = —15b?> de donde resolviendo la ecuacién
bicuadrada queda:
b?=-1 016

Como b es un nimeroreal b2 =16 > b =+4=>a = +1
Luego las raices cuadradas son 1 —4i y — 1 + 4i

(7 + 20) + (1 — 40)
7 =
2

Y resultan [z, = 34 3i| y |z, =4 — ]
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(2.5 puntos) Se dan los puntos A(a,0) y B(0,b), tales que a + b = 2d (d constante)
Sobre AB como diagonal se construye un cuadrado cuyos otros vértices son C y D.
Probar que al variar a y b, uno de estos vértices se mantiene fijo, y hallar el lugar
geométrico determinado por el otro.

Solucién: Este problema es el mismo que se puso en Mad88, hecho en las fichas de
clase. El esquema es el siguiente:

2 10 W 5
-1C

Determinemos b en funcién de a:

b=2d—-a
Siendo d el parametro que mueve el esquema.

El vector AB = (—a,b), por lo que el perpendicular sera m = (b,a). El punto medio
entre Ay B sera:
A + B ab
2 <2 2)
Para lograr el punto D, no tenemos mas que sumar a M la mitad del vector
perpendicular a AB, es decir:

1,
D=M+-AB,

) 2

¢ §>—1<ba>—<“"’,”'“>

Con esto:

Coloquemos ambos puntos en funcién de d:
C=(dd)

{D =(d—-bb—-d)
Con esto, hemos demostrado que uno de los puntos se mantiene constante, mientras

que el otro (D), depende de d. Veamos el lugar geométrico que sigue. Para ello:
D= (an) = (d_blb_d)

Es decir:
x=d-—>b b=d-—x
{y:b_d:{b:y+d:>d—x—y+d:>

Es decir, el lugar geométrico es la bisectriz del segundo y cuarto cuadrante.
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2a

(1 punto) Sea f:R - R una funcién que cumple las siguientes propiedades:
fx+y)=f)-fO0), vxy
_ f) -1
lim———=1
x—0 X
Demostrar que f(x) es derivable Vx € R. Obtener una expresion explicita de la funcion

f ).

Solucién: para que una funcién f sea derivable en un cierto punto a € R debe cumplirse
que exista el limite:

vy 1 fla+h)—f(a)
f'(a) = lim h

Acudiendo a las propiedades de la funcién dada:

f(h -1

oy g F@ - f)—fla) o fla)-[f(h) —1] _ . _
o= %~ J@OEmTy T/@

1
De aqui obtenemos dos conclusiones. La primera, que efectivamente la funcion
derivada existe Va € R. La segunda, que f'(a) = f(a) Vx, es decir, f'(x) = f(x). Esto
es una ecuacion diferencial facilmente resoluble:

TE 0 =L 2 =t s i @I =244 () = e = e

Donde hemos renombrado la constante A como B = e4. Asi pues, la funcién buscada es:

Para que cumpla todos los preceptos del problema, debe cumplirse que:

. flo -1 . Be*—1 ~ Be*
lIim—————=1=2lim— =1 = lim
x—0 X x—0 X LH x—0

Por lo que la funcién buscada es:

=1=>|B=1

NOTAL1: es sencillo probar que este resultado es correcto. De hecho se podria haber
obtenido que B = 1 de esta primera propiedad, que dice que: f(x +y) = f(x) - f(y):
Be*tY = Be* - BeY = Be*tY = BZeXtY
?

De donde B = B?, cuya unica solucién, aparte de B =0, es que B = 1. Nétese que
podemos descartar el caso B = 0 por la segunda condicién, ya que con B =0 no se
cumpliria que:

+1

lim
x-0 X

NOTA: como se menciona en el tema 22, la propiedad f(x +y) = f(x) - f(y), con

algunas consideraciones adicionales, forma el teorema de caracterizacion de la funcién

exponencial:

Teorema: existe una unica funciéon no nula que cumple:
fe+y)=f)-fO)

Tal que es continua, al menos, en un punto, y tal que f(1) =a > 0.

Llamaremos base a este nimero. Ademas, se cumple que f(0) = 1.

De la misma forma, una funcién f(x-y) = f(x) + f(y) forma la funcién logaritmica,

con alguna consideracién adicional.

3b

Demostrar que para todo nimero natural positivo n se verifica:
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1 1
m<ln(n+1)—lnn<r—l

Nota:In significa logaritmo neperiano

NOTA: este problema esta resuelto de varias formas. Dado que las aportaciones de
nuestros alumnos son importantes para nosotros, anadimos las iniciales de los que
aportaron las ideas de algunas de ellas.

Soluciéon 1
Este método no es dificil, pero se le tiene que ocurrir a uno acudir a los teoremas de
continuidad. Aplicamos el teorema del valor medio a la funcion f(x) =Lx en el
intervalo [n,n + 1], que dice que existe un valor ¢ € (n,n + 1) tal que:
PNIORIG)
b—a
En nuestro caso:

1 L(n+1)-L 1

— = (nt+1) (n)=>—=L(n+1)—L(n)

c n+l—-n c
Conce(n,n+1)

1 1 1 .
Dado que — <-<-, queda demostrado el enunciado.

Solucién 2 Por AM
Una forma distinta de enfocar el problema es plantearlo como el analisis

de funciones. Asi, podemos despejar en la igualdad de la izquierda, de
forma que:

1
0<L(n+1)-L(n) ———
(n+ 1)~ L)~ ——

De igual forma, para la igualdad derecha:
1
L(n+1)—L(n)—Z<O

Comencemos con la primera inecuacion. Colocamos el logaritmo en uno solo, y debemos
analizar que la funcion es siempre positiva:
n+1 1
) N
n n+1
Definimos la funcion f(x) como la extension de la expresion anterior:
L x+1 1
f&) ( X ) x+1

Tomamos el minimo valor de n (en este caso, de x), que es 1:

f(1)=L2—%>O

Por otro lado, el valor mayor es

lim f(x) =0

X—00
Si demostramos que la funcién es monétona decreciente, habremos demostrado que
esta funcién es estrictamente positiva. Para ello, hacemos uso de la derivada:

) 1 x—x-1 1 -1 1 —(x+1) x
F(x) = : + = + = +
x+1 x?2 x+1?2 x(x+1) (x+1?2 x(x+1)2% x(x+1)2
%
-1

= <0
x(x +1)?
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Por tanto, la funcién es estrictamente decreciente, con un valor inicial positivo y un
valor final cero. Asi pues, la funcién es estrictamente positiva, como se queria
demostrar.

De la misma forma, podemos demostrar el lado contrario de la inecuacién, pero en este
caso al revés:

x+1 1
F0=1(—=) =
Que debe ser estrictamente negativo. Comprobamos que f(1) = L2 —1 < 0y que, en el
limite, la funcién tiende a cero. Por tanto, si demostramos que la funcién es
estrictamente creciente, habremos completado la prueba:

') = 1 x—x—1+1_ -1 +1_—x+x+1_ 1 >0
fix Cx+1 x2 x2 x(x+1) x2 x(x+1) x(x+1)
X
Solucién 3
Despejamos en la primera identidad, dado que n + 1 > 0: L CEL
n+1
1<(n+1In
Usando propiedades de logaritmos. Con esto, vemos que:
n + 1 n+1
1< 1n< )
n
Que se parece mucho a una exponencial, en el limite en el infinito:
n+1
1<In (1 + —)
n
Podemos llevar esto a la forma exponencial, como:
n+1

n—-—
n

1
1<In (1 + E)
De forma que, dado que esta sucesién es decreciente (esto deberia demostrarse,

calculando el valor de a,,; — a,, y comprobar que es siempre negativo):
1 1
1 n'% 1 n'% n+1
ln(1+—> >limln<1+—> =limlnen =lne=1
n n—oo n n—-oo
De aqui, podemos deducir que:

n+1
n—-—

1 n
In (1 + —) >1
n
Como se pretendia demostrar.
De igual forma, se demuestra el lado derecho de la inecuacién.

Solucién 4
Vemos que, si consideramos la funcion auxiliar g(x) = ~, se tiene que:

n+1
f ;dx = [In|x|]**! =In(n+ 1) —Inn
n
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f(x) = )1(

E F

El rectangulo superior tiene un area de ((n +1)— 1) fA)=1 % = %, que mayora el
area. El restangulo inferior, por su parte, ﬁ Por tanto, vemos que:
1 1
——<In(n+1)—Inn<—
n+1 ( ) n

Como se queria demostrar.
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3c

(0.75 puntos) Demostrar que para todo nimero natural positivo n se verifica:

(1+1+ + 1) 1 < In( +1)<1+1+ +1
2 nt1 e 2 n

Es muy frecuente que algunos problemas de oposicion tengan relaciéon entre ellos. Mas,
cuando son problemas concatenados como a, b, ¢, etc, dentro del mismo ejercicio global.
S1 acudimos al problema anterior, vemos que se cumple que:

1 1
——<In(n+1)—Inn<—
n+1 ( ) n
Sustituyamos n por los nimeros enteros desde n = 1 hasta n + 1:

L 2 1<l
p Sem s
L 3 m2<l
3 ST iMesy
D e n4_mm3<l
g S MET e sg

1 1
—<Inn—-Inn-1) <——
n n—1

1 1
n—+1<ln(n+1)—lnn<£

Siempre es recomendable anadir la fila anterior, n — 1. Si ahora sumamos todas estas
desigualdades, actian como una serie telescopica, cancelando los términos salvo unos

pocos de ellos:

1+1+ +1+ . <—=In1+In( +1)<1+1+ +1
2 3 n n+1 " o 2 n
Si sumamos y restamos 1 en el primer miembro (como dice el enunciado), y calculamos

In1 = 0, nos queda finalmente:

(1+1+1+ +1+ 1) 1 <In( +1)<1+1+ +1
2 3 n n+l i 2 n

Como se queria demostrar.
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Disponemos de N + 1 urnas numeradas. Cada una contiene N bolas, rojas o blancas,
de tal manera que la urna k contiene k—1 bolas blancas y N—k+ 1  bolas rojas
(k=12,...,N+1 ).Escogemos una urna al azar y extraemos sucesivamente con
reemplazamiento n bolas.

a) Encontrar la probabilidad de que todas las bolas extraidas sean blancas. Calcular el
limite de esta probabilidad cuando N tiende a infinito.

b) Si hacemos una extraccién mds, encontrar la probabilidad de que la bolan+ 1 sea
blanca, suponiendo que las n bolas escogidas con anterioridad eran blancas. Calcular
el limite de esta probabilidad cuando N tiene a infinito.

Solucién:
a) Sea E el espacio muestral de este experimento aleatorio.
Se trata de un experimento compuesto, primero elegir la urna, luego sacar una bola,
luego otra, etc,..., compuestoden+1 experimentos simples.
Sean los sucesos U;: "Elegir lawrnai”,i=1,2,..,N+1
Sea el suceso B “las n bolas extraldas son blancas”.
Todos los experimentos se modelizan con variables uniformes discretas:

Elegir una urna de (N + 1) es

1
N+1

Elegir una bola blanca de una urna con k — 1 Blancas y N — k + 1 negras es

k-1
N

Por el teorema de la probabilidad total (Tema 64):

N+1 N+1

(B)_ZP(U) p( ) ZN+1 < 1) _1”(;?1;-}\-[11\/"

El limite sera:

A" 42" 4 .. N _ N 1 § k anemann N ! n
WL TN T DT :§%N+1'NZ<N> N AT o
N i 1
= N ¥ nrl ntl
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b) Planteemos el problema con una probabilidad condicionada directamente:
Sea el suceso B,,,1: "La bolan + 1 extraida es blanca"

n+1 n+1 n+1
Férmula 1 + 2 + N

B . /B) = p(Bpi1 N B) apartado a) (N +1) - N1 At 2 4 N
P(Bni1/B) = P(B) B 1n + 2% + ... N T (14274 --N")-N
(N+1)-Nm

Para el limite aplicando también el apartado a), nos quedaria:

Uy

) n 2_n+1
lim p(Bny1/B) = =—0
1

+| =+

n




