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B0. Continuidad, derivabilidad y teoremas

1 | Dada la funcién f(x) = x3 + 2x — 1 probar que tiene sélo una raiz.
2 | Dada la funcién f(x) = senx + 3 + 2x, probar que solo tiene un valor para
el cual se anule la funcion.
3 |Seaf(x)=1-x?%3.
Prueba que f(1) = f(—1) = 0, pero que f'(x) no se anula nunca en el intervalo [—1,1].
Explica por qué este resultado no contradice el teorema de Rolle.
4 | Demostrar que e* = 1 + x s6lo admite una raiz real
5 | Determinar el nimero exacto de soluciones de la ecuaciéon e* = 2 + x
6 | Determinar el nimero de soluciones de la ecuaciéon e* = k + x en términos del parametro
k.
7 | Selectividad. 2000.1A. Sea
senx
+ 2 x#0
fe =4 *
k x=0
a) (Hay algtn valor de k para el cual f(x) sea continua en x = 0?
b) ¢(Hay algin valor de k para el cual f(x) sea derivable en x = 0?
c) Determina sus asintotas
8 | Sea
senx
+ 2x x#0
f)y=4 *
k x=0
a) ;Hay algtn valor de k para el cual f(x) sea continua en x = 0?
b) ¢(Hay algin valor de k para el cual f(x) sea derivable en x = 0?
c) Determina sus asintotas
9 | Demostrar que las funciones f y g definidas por:
f(x) = arctg (%), x+0
g(x) = arctg (L) —arctg (x _ 1), x#0,x#1
x+1 x
Difieren, en todo punto distinto de 0 y —1, en una constante.
10 | Sea f la funcién f(x) = x arctgi six#0yf(0)=0
Estudiar su continuidad y su derivabilidad. Hallar su derivada en los puntos en que esta
exista y en los puntos en los que no exista, ver si existen alguna de las derivadas laterales.
11 | Sea la funcién definida por f(x) = xZ"seni,n EN,f(0)=0
Demostrar que f es n veces derivable en el origen siendo la n-ésima derivada discontinua.
12 | Sea f(x) = |x|*"*! paran € N

a) Demostrar que f es infinitamente derivable en R — {0} y que, sin embargo, sélo
admite un nimero finito k € N de derivadas en 0.
b) (Es f™(x) continua en 0?
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Teorema de Bolzano

Sea f una funcion real de variable real continua en un intervalo cerrado
[a,b] con f(a) y f(b) de signos distintos. Entonces existe al menos un
punto ¢ € (a,b) con f(c) =0

Ejemplo: demuestra que la funcién f(x) = x? — 4 tiene una raiz en el
intervalo [0, 3]

Segun el teorema de Bolzano, vemos que f(0) =—-4<0 y, por el
contrario, f(3) =5 > 0. Por tanto debe existir dicha raiz.

Sin aplicar el teorema de Bolzano, podemos directamente resolver la
ecuacién, de forma que x> — 4 = 0 = x = +2. Nétese que la solucién —2
no es valida porque no pertenece al intervalo. Si es valida la solucién 2,
que en este caso es Unica, aunque no tendria por qué serlo.

Este teorema se usa para funciones para las que no podemos,
analiticamente, resolver la ecuacién, como veremos en los ejercicios de

la ficha.

Teorema de valor medio de Darboux

Sea f una funcién real de variable real continua en un intervalo cerrado
[a,b]. Entonces existe al menos un punto c € (a,b) con f(c) €
(f(a), (b))

Este teorema realmente generaliza al teorema de Bolzano.

Vemos aqui una demostracion grafica
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Teorema de Weierstrass

Sea f una funcién continua en el intervalo [a, b] entonces f(x) alcanza
al menos un maximo y un minimo absolutos en dicho intervalo.

Una pequena justificaciéon grafica podemos verla en el siguiente
esquema.

Teorema de Rolle

Sea f una funcién real de variable real continua en un intervalo cerrado
[a,b] y derivable en (a, b). Si f(a) = f(b) entonces existe al menos un
punto c € (a, b) tal que f'(c) =0

Ejemplo: demuestra que la funcién f(x) = x> — x — 6 tiene un méaximo
o minimo en el intervalo [—2, 3]

Vemos que la funcién es claramente continua y derivable (en el
intervalo dado, y en todo R). Vemos que f(—2) = f(3) = 0.

Por tanto, segtun el teorema de Rolle, debe haber algin punto en el
intervalo en que f'(c) =0

Sin aplicar el teorema de Rolle, podemos directamente resolver la
ecuacion, de forma que f'(x) = 2x — 1, que igualando a cero llegamos a
que ¢ = ; Noétese que el punto pertenece al intervalo. En este caso es

unico, aunque no tendria por qué serlo.

eses A‘/n%

Karl Weierstrass
1815-1897

Ostenfelde
(Westfalia)

Michel Rolle

1652-1719

Paris

Este teorema se usa para funciones para las que no podemos, analiticamente, resolver la

ecuacion, como veremos en los ejercicios de la ficha.
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Teorema de los valores intermedios
Sea f una funcién real de variable real continua en un intervalo cerrado [a, b] y derivable
en (a, b). Entonces existe al menos un punto c € (a, b) tal que:

, fb) — f(a)

f(e)= " b_a

Este teorema generaliza al de Rolle. De hecho, se considera que este es el teorema de Rolle
segun la literatura consultada. Sea como sea, es obvio pasar de uno a otro, pues el teorema
de Rolle antes mencionado establece que f(a) = f(b), de donde es obvia la relacion,
llegando a f'(c) =0

Una argumentacién visual: unimos los puntos A y B de tres formas posibles:

Situacién 1 Situacién 2 Situacidén 3
& : v/ & : d 6 : i d

B {
(b) b 1)
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Soluciones ficha B0. Continuidad, derivabilidad y teoremas

1 | Dada la funcién f(x) = x® + 2x — 1 probar que tiene sélo una raiz.
Por el teorema de Bolzano, la funcién es continua y, ademas:
f(0)=-1<0
f(1)=2>0
Por tanto se cumple que existe, al menos, un punto en (0,1) tal que se anula la funcién:
Ace (0,1) | f(c)=0
Podemos ir mas alla, viendo que:
Jim_£(x) = oo
lim £(x) = +e0
Por tanto, existe al menos un punto ¢ € R en que f(c) = 0.
Acudimos ahora a la derivada:
f'(x) =3x%+2
Dado que la derivada nunca se anula, la monotonia es constante, y en este caso en
concreto positiva. Si la funcion es siempre creciente, es claro que el ¢ que garantiza el
teorema de Bolzano es unico.
2 | Dada la funcién f(x) = senx + 3 + 2x, probar que solo tiene un valor para el cual se anule
la funcion.
Haciendo uso de Bolzano, se tiene que f(0) = 3, positivo, mientras que tomando por
ejemplo x = —10, se tiene que f(—10) = sen(—10) + 3 — 20 < 0, sin importar el valor de
sen(—10), ya que como mucho puede ser —1.
Asi pues, y dado que la funcién es continua, garantizamos que existe al menos un valor
que hace que f(c) = 0.
Acudimos a la derivada:
f'(x) = cosx + 2
Esta derivada es siempre positiva, ya que cosx € [—1,1], siempre menor que 2. Por lo
tanto, la derivada de nuevo es siempre positiva, lo que asegura que el valor que garantiza
Bolzano es Uinico.
3 |Sea f(x)=1-—x?%3.

Prueba que f(1) = f(—1) = 0, pero que f'(x) no se anula nunca en el intervalo [—1,1].
Explica por qué este resultado no contradice el teorema de Rolle.

Al derivar la funcién el resultado es:
2 1 2

Fl) =555 =52
Que efectivamente no se anula nunca en el intervalo [—1,1].
Ademas, es claro que f(1) = f(—1) = 0, sin mas que sustituir en la funcién.
Sin embargo, la funcién, pese a ser continua en este intervalo, claramente no es derivable
en x = 0, por lo que no puede aplicarse el teorema de Rolle. Efectivamente el grafico de la
funcién es el siguiente, donde puede apreciarse que la funcién tiene pendiente vertical en

x = 0:
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Demostrar que e* = 1 + x s6lo admite una raiz real

Tenemos un problema similar a los anteriores, siempre que definamos una nueva funcién:
fx)=e*—x—-1

Buscamos cuando se anula esta funciéon. Para ello, usamos el teorema de Bolzano.

Sin embargo podemos ver claramente que f(0) =0, teniendo la raiz supuestamente

buscada. De no haber encontrado la raiz directamente, no tendriamos mas que buscar dos

puntos en los que la funcién fuese positiva y negativa (como en el problema siguiente).

Queda demostrar que es Unica.

Derivamos la funcion:

f'(x) =e* -1
Al igualar a cero:

e*=1=>x=0
Que es el posible maximo o minimo. Vemos que la funcién es decreciente en x <0 y
creciente en x > 0, lo que convierte a x = 0 en un minimo.
Sin embargo f(0) = 0, por lo que al ser a su vez un minimo, y ser la funcién continua, solo
puede cortar en el cero esta vez, cumpliendo la hipotesis pedida.

Determinar el nimero exacto de soluciones de la ecuacién e* =2 + x

Definimos como en el problema anterior una funciéon auxiliar:
fx)=e*—x—-2
Comprobamos qué ocurre en x = 0:
F(0)=e®—0-2=-1<0

Comprobamos ahora en x = 10 (podriamos probar en x = 1,2 ..., pero tendriamos que la
funcién también es negativa):

F(10) =e® —10—-2=¢—12>0
No calculamos e!?, pero dado que 21° > 12, podemos suponer que e también lo es, por
lo que el resultado de la operacion es claramente positivo.

Al ser la funcién continua, y tener los dos puntos con signo contrario, garantizamos que
hay al menos una raiz entre medias. Ahora bien, como en el apartado anterior, al derivar
la funcién vemos que:

ffx)=e*—-120
Que se anula en x = 0. Representando el crecimiento de la funciéon, vemos que decrece en
(—,0) y crece en (0,), teniendo un minimo en el punto (0,—1). Por tanto, podemos
garantizar que la funcién (y por tanto la ecuacién) tiene dos raices (soluciones).
NOTA: en este apartado no seria necesario comprobar con Bolzano la existencia de una
raiz, sino dar una justificacion a razén de la monotonia de la misma.
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Determinar el nimero de soluciones de la ecuacion e* = k + x en términos del parametro
k.

Al igual que en los dos ejercicios anteriores, definimos la funcion:
fx)=e*—x—k
Estudiar las soluciones de la ecuaciéon original es equivalente que estudiar las raices de
esta funcién.
Lo primero que analizamos es que la funcién es continua en R. A la vista de los problemas
anteriores, analizamos la derivada sin recurrir siquiera a Bolzano:
f'(x) =e* -1
Que se anula en x = 0, siendo este un minimo, ya que la funcién decrece antes de este
punto y crece a partir de él. Ahora bien, este minimo tiene como ordenada:
f0O)=1-0-k=1—k
El nimero de soluciones dependera de la colocacion de este minimo:
- k< 1= f(0) >0y la funcién no tocara al eje de abscisas. Por tanto, la ecuacion
original no tendra soluciones.
k =1= f(0) =0, el minimo “rebota” en el eje de ordenadas, y al ser un minimo, la
soluciéon de la ecuacion sera precisamente x = 0, Ginica.
k>1= f(0) <0, el minimo estara por debajo del eje de ordenadas, por lo que la
ecuacion tendra dos soluciones.
k<1 k=1 k>1

35 3.5

3 3
25 25
2 2

B

15 15 (1.51,0)

05 0.5

35 3 25 2 15 -1 05 | 05 1 15 2 35 3 25 2 15 -1 -05
-0.5 -0.5
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-1 -1 3
-15 =15

Selectividad. 2000.1A. Sea
senx

feo=1 *

k x=0
a) ;Hay algtin valor de k para el cual f(x) sea continua en x = 0?
b) ¢Hay algin valor de k para el cual f(x) sea derivable en x = 0?
c) Determina sus asintotas

+ 2 x+0

En este problema se trata, a fin de cuentas, de calcular el limite:
senx O cosx
lim =——lim =1
x-0 X 0 LH x—0
A partir de aqui respondemos a las preguntas:
a) Al igualar los limites laterales del ceroy f(0) tenemos 1 +2 =k = k = 3
b) Para que una funcién sea derivable, debe ser continua. Por tanto, para que sea

derivable k = 3. Ahora, derivamos la funciéon y comprobamos su derivabilidad:
X+ COSX — senx

£l = x

? x=0

x*+0
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c)

En x = 0 no sabemos el valor de la derivada, pues no se puede derivar un punto.
Acudimos por tanto a la definicién de derivada en un punto:

senh
o) = i LT =F©@ _ TR +2-3
1) = 7o ~ h
senh — h ~ cosh—1 ~ —senh

- ;115% T o 2h LH ho 2
Dado que el limite (en ambos lados) existe y coincide, y dado que la funcién es
continua en dicho punto, la funcién es derivable.

La funcién no tiene asintota vertical en x = 0, pues ninguno de los limites laterales
tienden a t+oo.
En cambio, si tiene asintota horizontal en ambos lados, pues el limite en el infinito
de una funcién acotada entre x tiende a cero. Por tanto:

AH:y = 2 cuando x = too

Adjuntamos la grafica de la funcion:

Sea
senx
x + 2x x#+0
fx) =
k x=0
a) ;Hay algtin valor de k para el cual f(x) sea continua en x = 0?
b) ;Hay algin valor de k para el cual f(x) sea derivable en x = 0?
a) El problema es muy similar al anterior. La funcién es continua en R — {0}, donde
al estudiar la continuidad tenemos:
_ . cosx
}Cl_r)r(l)f(x) = }CILY(I)T-F 2x =1
Asi pues, en este caso k = 1.
b) Para estudiar la derivabilidad, el iinico problema puede llegar en x = 0. Para ello,

usamos la definicion de derivada en un punto:

senh
ooy FOED=F©@ [Tz -1 sennt2n2
f'(0) = hl_f)r(l) n = hl_I}g 3 = hl_I:% %
Donde podemos usar L’Hopital:
cosh+4h—1

f'(0) = lim

Y nuevamente con [’Hopital:

2h
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'0) = i —senh+4

f = hoo 2 B

Por tanto, al ser una funcién continua y sus derivadas laterales coincidir, la funcién
es derivable. Adjuntamos la grafica:

-2
9 | Demostrar que las funciones f y g definidas por:
1
f(x) = arctg <ﬁ)’ x#0
(x) t(x) t(x_l) #0,x#1
x) = arctg(——) — arc , X , X
g g x+1 g X
Difieren, en todo punto distinto de 0 y -1, en una constante.
El hecho de que dos funciones difieran en solo una constante indican que tienen la misma
primitiva. Asi pues, bastara con derivar y comprobar que:
f 4(X) =g'(x)
. , . _ —4x
Ambas derivadas son f'(x) = g'(x) = e
10

Sea f la funcién f(x) = x arctg% six#0yf(0)=0
Estudiar su continuidad y su derivabilidad. Hallar su derivada en los puntos en que esta
exista y en los puntos en los que no exista, ver si exisen alguna de las derivadas laterales.

En cuanto a la continuidad, arctg x es continua, por lo que solo puede fallar en x = 0,
donde no esta definida. Sin embargo, en ese punto f(0) = 0.

La funcién f(x) es por tanto continua y derivable en R — {0} por serlo cada una de las
funciones de la que esta compuesta.

Analizamos los limites en torno a dicho punto en x = 0:
= — 7T — —
lim f(0) =0-(+5)=0=7(0)

Por tanto, es continua en x = 0 y, por extension, en R.

Derivabilidad en x = 0:

1
FO+R - fO) . fGy . h-arctg(3)
h

B R L (E)

f(0) = lim

Analizamos los limites laterales:
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{ ! N\ — i (l)_z
| f'(0 ) = lim arctg 2 =3

L "(07) = i t h__™
£1(07) = lim arceg (3) = -3
Por tanto, no existe la derivada en x = 0
Asi pues, la funcion f(x) es derivable en R — {0} con:

1 x?

Y — s — t e — 0
f'(x) arcty - =777 X #

Y no derivable en x = 0, aunque existen las derivadas laterales.

11

Sea la funcién definida por f(x) = xznseni,n EN,f(0)=0

Demostrar que f es n veces derivable en el origen siendo la n-ésima derivada discontinua.

Al tratarse de la composicién de funciones continuas, f(x) es continua salvo en x = 0,
donde analizamos qué ocurre:

1
li =li ( n —) =0
lim f(x) lim ( x senx
Al tratarse de una funcién potencial por una funcién acotada. El Ginico problema llegaria

al tomar n = 0 (que podria considerarse natural). Definamos en lo que sigue f,,(x) como
la funcién con un n dado. Por tanto:

|fn (x) es continua en R para n > 0|

Analizamos ahora la derivada primera:

1
vors o Jn(O+R) = £,(00  fu(h) h*"sen
faO) = Jim =y e = i = i

1
= lim h*" 1sen— =0
h—0 h

./ / . M Vd 1
Al ser el seno una funcién acotada. El Ginico caso a analizar seria n = > que al no ser

natural (y recordemos que estamos en casos n > 0) no supone un problema.

Por tanto, la funcién es derivable en x = 0

Tenemos, por tanto:

2n-1gom (1) 4 2 cos (1) - 2L i
2nx sen + x“" cos six#0

fiG0) = * o
0 six=0
1 N
2nx?""1lsen (—) — x?""2 cos (—) six#0
= [fiG0) = x x n>0
0 six=0
Ahora bien, analizando la derivada vemos que sin = 1 tenemos:
1 1
2xsen (—) — CcoSs (—) six+0
filx) = x x
0 six=20

Al hacer los limites laterales, vemos que esta funcién es discontinua en x = 0. Por tanto,
podemos concluir que:
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|fn(x) es derivable en R paran > 0, siendo f; (x) discontinua|

Analizamos la segunda derivada. Claramente sera discontinua en los casos antes
mencionados, es decir paran = 0 en x = 0 (por no ser continua), yenn =1 en x = 0 (por
no ser una vez derivable). A partir de ahi, analizamos la derivada segunda en el origen:

_ 1 . 1
FO+m-f@©_ 2 Rt - sen (3) — h2"=% - cos (7) = 0
h h—0 h

1 1
= lim [Zn -h?""2.sen (—) — h?"=3 . cos (—)] =0

h—0 h h
Por ser un producto de polinomios por funciones acotadas. Ahora bien, esto ocurrira

siempre que n > 1, pues en caso n = 1, tendriamos:

"(x) = li [2 ! h™! ! ]

'(x) = lim 2sen (H) * COS (ﬁ)
Que diverge en ambos sumandos. En el resto de casos, es cero. Por tanto, realizando la
derivada para los casos x # 0:

f7(0) = lim

1 1
|(2n -(2n — 1Dx*"2%sen (—) — 2nx?"3 cos (—) +
xl 1 six+0
n (x) = { —(2n — 2)x?"3 cos (—) — x?"4gen (—) n>1
| x x
k 0 six=20

O lo que es igual:

( 2n-2 1 2n-3 1 2n—4 1
[2n-(2n—1)x sen (;) —(4n+ 2)x cos (;) —-x sen (;) six+0

n(x)nfl
k 0 six=20

Ahora bien, en el dltimo factor vemos que, si n = 2, tenemos una divergencia. Por tanto:
|fn(x) es derivable dos veces en R paran > 1, siendo f,'(x) discontinua

Siguiendo el mismo argumento, vemos que, en general, f,,(x) es n veces derivable, pero
. n .
su derivada f, )(x) no es continua en x = 0.

Idealmente, esta Gltima aseveracion deberia ser probada por inducciéon. Sin embargo, es
dificil que dé tiempo en un examen a llegar a probar esto. No obstante, lo indicamos por
completitud:

Colocamos las primeras derivadas separando las partes principales que nos interesan.
Solo mostramos la derivada fuera de x = 0:

1
f(x) = x*"sen (;)
f'(x) = 2nx*""1sen (%) — 212 g (%)

1 1 1
f"(x) =2n-(2n— 1)x?*"2sen (;) — (4n + 2)x?" 3 cos (;) — x?"4gen (;)

1 1
" (x) = (6 — 6n)x*" >sen (;) + (8n3 — 12n? + 4n)x?" 3sen (;)

1 1
+ (—=12n? 4+ 18n — 6)x?"* cos (;) + x2"~6 cos (;)
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Etc
El problema llega siempre en el dltimo término, que es el que se puede cancelar cuando
nesl, 2, 3, etc.

Vemos que las expresiones son distintas para los nimeros pares e impares. Definimos los
polinomios P,(x) y Q,(x) y R, como aquellos que acompanan a los términos en seno y
coseno, y la que acompana al dltimo término, que siempre es constante e igual a +1. Asi,
podemos expresar las expresiones anteriores como:

29 (x) = Py (x) cos (1) + Q,1 (x)sen (1) + Ry - x2 4k sen (1)

X

1 1 !
PG = Poa () €05 () + Qas (50 () + R ~2240) cos ()

Todos los polinomios P,Q tienen grados tipo 2n —3 que o bien dan lugar a ntimero
fraccionarios al igualar a cero, o bien son menores que el grado de la derivada que estamos
estudiando, siendo tan solo el Gltimo término el que puede dar problemas.

Para demostrar por induccién que estas expresiones son validas, comenzamos por ver qué
ocurre con k = 0 en ambas, que deberian dar la propia funcién f®(x) y la derivada
primera f9(x). Efectivamente:

£O(x) = Py(x) cos (1) + Qo(x)sen <1> + Ro - x*sen (%)
Y (x) = P;(x) cos (1) + Q1 (x)sen (1) + Ryx*" 7 cos (%)

Que se cumple claramente siempre que Py(x) = 0, Qo(x) = x**, R, = 1 en la primera, y en
cuanto a la segunda P,(x) = 0, Q;(x) = 2nx*""1, R, = —1.

Habiendo probado este caso, y dando por validas ambas formulas, analizamos el caso en
que pasamos de k = k + 1. Lo haremos con la primera expresion:

d2
fz(k+1))(x) — f2k+2)(x) — Wka(x)

Derivamos:
) = Py cos (1) = oy PacCodsen () + 03 Co)sen () — =5 Qi) cos

1 1
+ (2n — 4k)Ryy, - X2+~ 1gsen (;) — Ry x?4%=2 cos (;)

Recordemos que los polinomios y, por tanto, sus derivadas, no suponen problemas para
ningun valor de n. Por tanto, podemos agrupar los términos anteriores como:

£ =sutwya () Tutosen (1) s vycrcros ()

Donde hemos redeflnldo unos nuevos polinomios S,T, U que no dan problemas.

Derivando una segunda vez, y de nuevo haciendo una nueva redefinicion:

dz 2k 1 1 2n—4k—4 1
Wf x)=-= aZk(x)sen( ) + B (%) cos( ) + Yo x“™ sen (;)
Donde el dltimo término dara problemas en:
m—4k—4=0=>n=2k+2=2(k+1)
Como se queria probar.
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Lo mismo puede hacerse con las derivadas impares.

En este problema se trata el problema de las funciones de clase C". Una funciéon es de
clase C" si es derivable n veces, y su derivada es continua. En general, cuando ocurre lo
primero, ocurre lo segundo. Sin embargo, aqui hay un ejemplo de lo contrario.

x%sen G) x#0
Tomemos la funcién f(x) =
0 x=0
Esta funcién es continua (y por tanto puede ser derivable), en virtud de:
lirr(l)f(x) =--=0
X—

Aplicando los conceptos del problema. Para su derivada el inico problema ocurre en el
cero, donde:

F - f@ _  Hsen(5) 1
, TR AP AN S v O A o) =
f'(0) = Ll_r)r(l) - }ll_r)r(l) A 1111_r>r(1) hsen (x) 0
Ahora bien, al hacer la derivada:
1 1
2xsen (—) — COoS (—) x*+0
o0 = x x
0 x=0

Al intentar calcular los limites en la derivada vemos que:

lim f7(x) 2
Esta funcion es el tipico ejemplo de funciéon cuya derivada existe, y sin embargo la funcion
derivada no es continua.

Esto nos lleva a jcuando es necesario utilizar la definicion de derivada?
En general, es comuin hacer:
f'(@a™) = lim f'(x)
x—-at
Sin embargo, esto no es cierto. El ejemplo anterior es un caso de esto.
Para poder utilizar el limite de la derivada en vez de la definicién, debe cumplirse que la
funcién sea continua, y que el limite exista (y sea finito).

12

Sea f(x) = |x|*"*! paran €N
a) Demostrar que f es infinitamente derivable en R — {0} y que, sin embargo, sélo
admite un ntmero finito k € N de derivadas en 0.
b) (Es f*(x) continua en 0?

Comencemos por escribir la funcién como una funcién a trozos:
(—X)2n+1 x <0
f(x) = { 0 x=0
x2n+1 x>0
Ahora bien, al ser n € N, 2n + 1 siempre sera un nimero impar, podemos escribir:

_x2n+1 x < 0
fx) = { 0 x=0

x2n+1 x > 0
Al ser composicion de funciones derivables, f(x) es continua en cada uno de los trozos.
Habra que comprobar en x = 0:

S0 =0
{,}L%l-f =0
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/. . V4 1 .
Pues el inico valor de n que podria dar problemas esn < — > beron € N. Por tanto:

|fn (x) es continua en R

En cuanto a la derivabilidad, podemos garantizar que en cada uno de los tramos f(x) es
derivable, aunque falta por analizar el punto x = 0:

( f - F@ _ | h

i . T TR
. _ . fW-fO R 2ny
N L N

El resultado anterior solo se cumple en caso en que n > 0. En caso n = 0 la funciéon no es
derivable, pues las derivadas no conciden:

fo (x) es derivable en R — {O}|
fn(x) es derivableen R si n > 1|

Por tanto, f(x) es derivable en R, y su derivada sera, siempre que n > 1:

—-2n+Dx* x<0
0 x =0]|, n=1
n+ Dx** x>0

£/ =

Mientras que sera, sin = 0:

, _(—x x<0 .
f(x)_{x x>0 n=0

~

Analizamos ahora la derivada segunda, en el cason > 1. Aligual que antes, sera derivable
en cada intervalo, pero analizamos el caso x = 0:

wors o fO+R)—f'(0)  —Q2n+ DA -0 N
f7(0) = lim . = lim - =lim[-(2n + Dh**7'] =0

Y lo mismo por la derecha. En este caso, dado que n > 1, se cumple siempre la condiciéon

anterior. Por tanto, para la derivada segunda:

100 = {—(Zn +1)-(2n)x*™ 1 x<0
Cn+1DC2n)x*t x>0

n=>1

Que, en caso de ser n > 1, f"'(0) = 0, no existiendo en caso contrario.
Sin embargo, ya estamos viendo que la tercera derivada tendra problemas cuando sea
n=1...

Generalizamos al caso k:

—(2n+1D(2n) - 2n—1)..(2n — (k — 2))x2n+1-k x <0
fEx) = ? x=0
2n+1)2nC2n—1)..(2n — (k — 2))x?"+17k x>0

El problema ocurre cuando 2n+ 1 — k = 1 = k = 2n. En ese caso, f*(x) es continua, pero
no lo es su derivada. Podemos generalizar, por tanto:
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—2n+1)2n) - (2n—1)...(2n — (k — 2))x2n*+1k x<0
) = 0 x = 0], k<2n
(2n+1D(2n)(@2n—1)...(2n — (k — 2))x2*+1k x>0
En el caso limite:
£2n(x) = {—(Zn +12n) - 2n—1)...(D)x2+1-k x<0
L 2n+ D@22 —1) .. (1)x2+1k x>0
Es decir:
nen _ —@n+Dlx x<0 B
fe (x)_{(2n+1)!x x>0/ fe=2n

Ahora bien, a partir de este punto, la derivada comenzara a anularse:
f¥x)=0, k>2n

Ahora bien, en el caso x = 0 vemos que la derivada 2n existe, pero al hacer la derivada
2n + 1-ésima no es continua:
+2n+1D!'h—0

2n+1) — 1
fEER0) = lim, n

Es decir, las derivadas laterales no coinciden.

=+(2n+1)!

Ficha BO. Continuidad, derivabilidad y teoremas

V @V Conce

[a] www.vimat.info

[=]



http://www.vimat.info/

