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Probar que la siguiente sucesion b,, = (—1)" % Converge (1 punto) y hallar su limite
(1.5 puntos)

Nota: este problema resulta extrano en su formulacién. Lo mas normal es que se
pidiese que la serie converge. Lo veremos en la segunda solucién.

Solucién: para ver que la sucesion b,, es convergente, en este caso, no tenemos mas que

calcular el limite:
n

lim b, = lim =0

n—-oo nooo nl
El resultado es trivial. Dado que el limite de la sucesién es cero (existe y es finito), es
convergente.

Por dotar de algo de interés al apartado anterior, podria demostrarse que el limite
anterior es cero mediante algiun método mas especifico, como el criterio de Sandwich.
Este apartado se plantea suponiendo solo conocimientos de bachillerato para hacerlo,
porque asumiendo conocimiento de sucesiones basico, como deciamos antes a nivel
universitario es obvio.

1 1 . ’
Tomemos a, = —7 ¥ Cp =, primero veamos que ambas son convergentes, y cual es

su limite, para ello, compararemos esta sucesion con un limite racional polinémico.
1
VneNO<c, <—
n

Por el teorema de comparacion o del Sandwich,
lim 0 < lim ¢, < lim =
n—oo n—oo n-on

., 1 ., . .
Sabemos que la funcion ~esuna funcién racional, y como el grado del denominador es

mayor que del denominador, tiende a 0, cuando n — o, por tanto:

1
0=Ilim0<Ilimc, <lim—=0

n—oo n—-oo n-on

lim ¢, =0
n—oo

La funcién a,, es opuesta a la anterior, luego utilizando propiedades de los limites:
lima, =—1lim¢c,=—-0=0

n—-oo n—oo

Una vez tenemos demostrado que a, y ¢, convergen y tienden a 0. Por el teorema de
comparacion:

0=lima, < limb,<limc,=0 =
n—-oo n—->oo n—-oo
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lim b, =0

n—->oo

Nota adicional: como deciamos al principio, lo que tendria sentido es hablar de la serie.

. . . . . » (_1)n . /o
Una serie es la suma infinita de la sucesién. Dado b,, = — la serie sera:

S= Z b,
n=0

En este sentido, el problema resulta mas interesante.

La sucesién que se presenta aqui es una sucesion alternada, en tanto que b, - b, < 0.
Por ello, un criterio para ver si la serie converge es el de Leibniz, que dice que:
Dada una sucesién a, alternada, si |a,| es mondtona decreciente, y lim|a,| = 0,
n—-0oo

entonces la serie es convergente.

En este caso, vemos que:

b, 1| — |b,| = o™y jeny_ 1 1 1 1 1-(®+1)
nH " (n+ D! n | (m+D! nl (m+D-n T (n+ 1)
:(n_Tnl)'<OVHEN

Esto demuestra que la |b,,| es mon6tona decreciente. Por otro lado, ya vimos que:
lim | byl =1im — =0

Por tanto, esto demuestra que la serie es convergente.

Para analizar a qué tiende, vemos que el desarrollo en serie de la exponencial es:

o0}

X
e* = —
n!
n=0
Evaluandolo en x = —1 tenemos:
o0
1 Z ="
e =

n!

n=0

Que es justo la serie anterior. Por tanto, el resultado de sumar los términos de la

sucesion es e~ L.
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Se da la siguiente curva en coordenadas polares:
r =2 —2cos0
2.1. ;Cémo se denomina a esta familia de curvas? (0.5 puntos)
2.2. Realizar la representaciéon grafica de la curva de forma aproximada y a mano
alzada (0.5 puntos)
2.3. Discutir sus simetrias (0.5 puntos)
2.4. Calcular la longitud de arco total de dicha curva (1 punto)

2.1

Técnicamente no tenemos una familia de curvas, sino una curva concreta, llamada
cardioide. Para que fuese una familia, deberia tener un parametro, como, por ejemplo:
r(6) = a(1 — cosh)

Que seria una familia de cardioides escaladas por el parametro a.

2.2
2.3

El dibujo de la cardioide es el siguiente:

Para dibujarla en GeoGebra, por cierto, hay varios métodos, pero quiza el mas sencillo
es el uso directo de las coordenadas polares, de la forma (r, 6):

Entrada: (2-2*cos(t);t)

El problema pide el dibujo aproximado, a mano alzada, de la curva. No obstante, es
Interesante analizar las caracteristicas y escoger algunas de ellas para realizar un
dibujo correcto. Veamos cuales son, respondiendo de paso al apartado 2.3:
a) Periodicidad: claramente la curva es periédica con periodo T = 2m, lo que
significa que r(0) = r(0 + 2m), y podemos restringir 6 € [0,2m)
b) Simetrias:
¥ Eje OX: para que exista simetria en este eje, debe cumplirse que:
r(0) =r(2m —0)
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c)

d)

De forma general, tendriamos r(0) = r(2mk — 0), con k € Z, pero en este
ejemplo es lo mismo una cosa que la otra. Vemos que, efectivamente, es
simétrica respecto de este eje, ya que cos(6) = cos(2mw — 0).

A partir de aqui nos restringiremos al intervalo 6 € [0,27).

¥ Eje OY: para que se cumpla esta simetria, debe cumplirse que:
T
r(@) =r (E + 9)
Que no se cumple.

¥ Lo mismo ocurre con la simetria respecto del polo (del origen), para la que se
debe cumplir que p(8) = p(m + 6), que tampoco cumple.

Puntos de corte:

¥ Con el eje OX: aunque de forma general buscariamos soluciones con 8 = nm,
con n € Z, en este caso basta con buscar 6 = {0, 7}, que son:

r(0)=2-2=0=|PCy =(0,0)p = (0,0)|

Donde el subindice P indica coordenadas polares (r,8), y el C en cartesianas,
(x, ).

r(m) =2—2cosm =4 = |PCx2 =U4,m)p = (—4,0)C|

2n+1)m

¥ Con el eje OY: aunque de forma general buscariamos 6 = ,h EZ, en

T 3T

este caso es suficiente con 6 = {5,7}:

r(g)=2—2cos%=2

Teniendo el punto |PC,, = (2,%) = (0,2)¢| Por simetria, el otro punto es
P

PC,; = (0,-2)
¥ Con el polo: buscamos si existen soluciones para r(8) = 0:
2—2cos0 =0=>cos0=1=>0=nmn
Tenemos, efectivamente, una solucién, que ya apareci6 antes.
NOTA: con la informacion hasta aqui, la curva se puede dibujar sin
problemas.

Tangencias horizontales y verticales

Recordemos que las coordenadas polares son tales que:
{x(@) =71-cosf

y(0) =r - senb
Para buscar tangencias horizontales calculamos:
dy dy 1 ,
dy _or dr +@‘ do _send - dr +rcos6 -df gg _senf -r (6) +r(0)cosb
dx ~ 0x 0x "~ cos@ - dr — rsen6 - d6 I "~ cos8 -1'(0) —r(0)send

. . , dx
Para buscar tangencias verticales, calculariamos & CWo resultado (teorema de

la funcién inversa) es la inversa multiplicativa del anterior. Es decir, siempre
que el numerador anterior sea cero (sin serlo el denominador), tendremos
tangencias horizontales. Siempre que el denominador sea cero (sin serlo el
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numerador), tendremos tangencias verticales. Si ambos son cero, tendremos
puntos multiples. Sustituimos el valor de r:

r(0) = 2 — 2cos0, r'(60) = 2senf
dy  senf -2senf + (2 —2cosf)cosf  sen’f — cos” 0 + cosb
dx cos@ - 2senf — (2 — 2cosf) - senf  2senfcos6 — senf
Para las tangencias horizontales:

sen?0 —cos?6 4+ cosd =0=>1—2cos?’6 +cosfd =0
cos=1=60,=0

21

-1+V1+8 =120° = —

= cosO = _—4 =1 c0sh = _1 . 6, =120 3
B - 41

93 - 24‘00 :?

Vemos que la primera soluciéon también anula el denominador. Por tanto, en
0 = 0, tenemos un punto multiple. Las otras dos soluciones si dan puntos de
tangencia horizontal, que son:

p _(2 5 2T Zn) _(3 Zn) _(3 2T 3 271)
h1 = C053,3P— ,3P— Cosg,sen3

:>Ph1=< ’ 3\/§>
c

"7

. y , 3 3V3
Por simetria, la otra sera [Py, = (— o T)
C

En cuanto a las tangencias verticales, resolvemos:
senf =0=0=0,m
5
3
Ya vimos que 6 = 0 es un punto multiple. Para los demas, todos ellos dan
tangencias verticales:
0=nm=>r(m)=2—2cosmt=4= (4,m1)p =(—4,0),

=5 =2-2emG=2-1-12(13), = (wsgeen3)
fra-(35)
2" 2 c

. ’ ’ . ’ 1 \/§
Por simetria, la Gltima sera |P,, = (E’ — 7)
c

2senfcosd — senf = 0 = senf(2cosd — 1) = 0= il T
cosf = 5 =0 = 3

C

Si se quiere, aunque no es necesario, puede analizarse qué ocurre al
acercarse al punto multiple:

’ dy ' sen’d —cos? 6 +cos _ 2senfcosf + 2cosfsend — send
thgl’f dx eljgh 2367190059 —senf LH GLrng 2cos0cosf — 2senfsenf — cosH
= e— 0
2—1

Lo que indica que, al llegar a este punto (y lo mismo, por simetria, al
acercarse a 2m~) la pendiente de la curva se vuelve horizontal.
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e) Podriamos analizar curvatura o asintotas, pero no seria necesario (ni siquiera lo
serian la mayor parte de los pasos). Con esto, revisamos el dibujo anterior:

Ph1 3
L J |
2..PCy‘I
1 5PV1
PC){2 | PCX‘I
5 4 -3 -2 -1 0 1
L .PV2
=9 ||PCy2
]
Phy -3

Recordamos una vez mas que la mayor parte de estos pasos no son necesarios para
dibujar la curva.

2.4

La longitud de arco en coordenadas polares se deriva de la siguiente expresion:

b b dt (P [rdxe\® dy\?
L=f vdxz+dy =f \/dx2+dy2E=J (E) +(E> dt
a a a

S1 tomamos el parametro t como el angulo, y pasamos a coordenadas polares:
{x(@) =1(0) - cosO
y(6) =r(0) - senb

0
=>L= \/[r’(H) -cosO —1(0) - senB]? + [r'(0) - send + r(0) - cosO]? dO
01

0>
= JI[r')? cos? 6 + r2sen?d — 2rr'senfcosd + [r']2sen?0 + r2 cos?  + 2rr'senfcos6 db
01

02
L= f r2+ (r')%de6
01

Sustituimos, con r’' = 2senf. En cuanto a los limites de integracion, podemos calcular
o bien en [0,27], o bien [0, ], aprovechando la simetria, y multiplicando por 2. Veremos
que es lo mismo uno que otro:

6, 6, 6,
L= \/4+4c0329—86059+4sen29 do = V8 —8cos8df =2vV2 | V1 —cosBdo
6, 0, 6,
Recordamos las férmulas del angulo mitad:
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a fl—cosa
senE: > :>\/1—cosa—\/—sen—

L=2V2- \/_f sen— d9—4[ 2C052] =—8[cosz]9

01
En este punto, decidimos los hmltes. Como el resultado es el mismo en ambos casos,
usamos el intervalo [0,27):

Por lo que:

21
L:—8-[c057—c050 =-8-(-1-1) =[16 u]
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Una urna contiene 4 bolas rojas y 6 bolas blancas. Una segunda urna contiene 6 bolas
rojas y 4 blancas.

Se traslada una bola de la primera urna a la segunda y a continuacién se extrae una
bola de la segunda urna.

3.1 (Forman los sucesos “trasladar una bola roja o una blanca de la primera urna a la
segunda” un sistema completo? Razonar la respuesta (1 punto).

3.2. Calcular la probabilidad de que la bola extraida sea blanca. (1,5 puntos)

3.1

El experimento aleatorio consiste en “Trasladar una bola de la primera urna a la
segunda y posteriormente extraer una bola de la segunda urna”.
Es un experimento compuesto por dos experimentos simples.
Los sucesos 44, 4,, ..., A, forman un sistema completo de un experimento aleatorio si
cumplen que:

e Su unién es el espacio muestral completo: A, UA, U..UA, =E y

e Son incompatibles: 4; N Ai=¢sii#jpara i,j=1,..,n
Llamamos a las bolas de la primera urna {R,, R,, R3, R4, B1, By, B3, B4, Bs, Bg}
y a las bolas de la segunda urna {Rs, ...., Ry, B7, ..., B1o}
El espacio muestral constaria de 110 sucesos elementales del experimento completo,
puesto que hay 10 posibles sucesos para el primer experimento simple y 11 para el
segundo, asi, seria:
E = {R{R{,RRs, ...R1B1y, R,R5,R3Rs, ....,RyB1g, ..., BsBs, B4R, .. BgB1o} (Nota 1)que
se forman combinando cada una de las bolas de la primera urna con ella y las de la
segunda.

Si entendemos por los sucesos TBR: “Trasladar bola roja” a cualquiera que tiene
R4, ... R, como primera opcion, y TBB: “Trasladar bola blanca” a cualquiera que tiene
B, ... B¢ como primera bola, es decir, TBR tiene 44 sucesos elementales y TBB tiene
66.

Concluimos que si que forman un sistema completo por ser su union el total y ser
incompatibles.

Una segunda interpretacion de este apartado seria solo tener en cuenta el primer
experimento simple, y no tener en cuenta el segundo experimento, por lo que el
resultado seria mucho mas sencillo. En este caso,

E = {th RZ' R3' R4-' Bl' BZ' B3' B4»' BS' B6} y
TBR = {Ry,R,,R3,R,} yTBB = {,B,,B3,B,,B5,Bs} y vemos claramente que son
incompatibles y que su union es el espacio muestral E definido. Como pasaba en el
ejercicio 1, la redaccion es ambigua.

Nota 1: El espacio muestral del experimento aleatorio tiene 110 sucesos
elementales. En la mayoria de libros de texto de educacién secundaria y
bachillerato confunden los conceptos de Espacio muestral con variable aleatoria.
Siendo un poco riguroso no se puede decir que el espacio muestral del segundo
experimento es Bola Roja o Blanca, esos son los valores que toma la variable
aleatoria X:"Color de la segunda bola extraida". Es un fallo muy comun, y que suele
ir en contra de la definicién que se hace incluso en la introduccién del tema. Sirva
este parrafo para corregir este tipo de errores en un futuro.
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3.2

Este apartado lo podemos hacer con un diagrama de arbol sencillo:
Sean los sucesos B = "la bola extraida de la segunda urna es blanca".
R = "La bola extraida de la segunda urna es roja".

Por el teorema de la probabilidad total, como TBR y TBB son un sistema completo
quedaria:
P(B) = P(TRB) - p(B/TRB) +p(TRR) p(R/TRR) =
6 LA 4 4
10 11 ' 10 11 110

Consideremos las siguientes bases de R?:
{e1 = (1,0),e; = (0,1)}
{fi=0Q3),;=(25)}

4.1. Hallar la matriz Q de cambio de base de {f;} a {e;}. (0,5 puntos)

4.2 Verificar que se cumple Q = P~! siendo P la matriz de cambio de base de {¢;} a f;}
(0,5 puntos)

4.3 Mostrar que [T] = P~'[T],P, para el operador T sobre R* definido de la forma:

T(x,y) = (2y,3x — y). (1,5 puntos)

4.1

En este caso, para el calculo de la matriz de cambio de base de una a otra, depende de
si operamos con los vectores de coordenadas en filas o en eolumnas, operando en
columnas seria:

- Sean (;C],) las coordenadas de un vector cualquiera de R? en la base f.

X .
- Sean (y) las coordenadas de un vector cualquiera de R? en la base e .

. . . x e
Suponiendo que la matriz Q es la matriz tal que (;,) =Q- (y) , quedarian como

vectores columna de esta matriz las coordenadas de los vectores de f en funcién de los
vectores de e, es decir:
_(1 2
Q= (3 5)

(Si se trabaja con vectores fila multiplicados por la izquierda Q seria la traspuesta de la matriz
anterior).

Vemos que efectivamente la matriz transforma los vectores de una base en los de otra y, por
tanto, cualquier vector que sera combinacidn lineal de ellos:

G 6=
G D=6
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4.2 | Se sabe que el cambio de base inverso lleva a la matriz inversa, lo comprobaremos.
Calculando la matriz inversa quedaria:
1 _ 5 _ (-5 2
Q" =P= ( 3 _1)
-5 2 1\ _r1
( 3 _1) (3) a (0)
-5 2\/2\_ (0
(5 56 =0)
4.3 | Pongamos en columnas la matriz del operador lineal T, para ello simplemente

calculemos las imagenes de los vectores de las dos bases, simplemente sustituyendo
en la definicion del operador:

T(1,0) = (0,3)
T(0,1) =(2,—-1)
T(1,3) = (6,0)
T(2,5) = (10,1)
[T]e:(g _21) [T]f:(g 110) en la base e

Veamos graficamente lo que nos piden:

T:R? . R?

- Te =
B, 2 TxBe

1
Q — P—l P
3
T

— f 23\/

X > (TX)

Viendo el esquema, lo que debemos comprobar es que el camino recorrido por las tres
flechas en negro es el mismo que el de la flecha roja, es decir, que el camino 1, 2y 3 es
igual al 4.

Haciéndolo por columnas como todo el ejercicio habria que cambiar el orden
propuesto, y multiplicar las matrices en orden inverso porque el vector se pone a la
derecha para transformarlo (si lo hiciésemos por filas quedaria como estd):
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-5 2\/0 2 1 2y _ (—-30 -—48
(3 —1)(3 —1)(3 5) B ( 18 29)
Comprobemos que si se corresponden las dos matrices que estan expresadas en bases
distintas:
6 10 —30 —48
(0 1 ) Y ( 18 29 )

La primera ha sido calculada en la base {e;,e,} y la segunda en {f;, f>}, comprobemos
que ambas dos son la misma si nos referimos a la misma base.

-5 23\r6 10\ /=30 —48
(3 —1)(0 1)_(18 29)
Solucién alternativa: aplicando los vectores por la izquierda en filas con las

traspuestas seria:
1 3 — —30 —48
(2 5) (g —31)( 25 —31) - ( 18 29 )
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