ViMat preparadores Rev: 10/05/2020 vi at

B1. Continuidad, derivabilidad y teoremas
1 | Can00. Calcule:
X + senx
lim ———
x—-0 X — Senx
2 | Cat97. Dada la funcién f: R - R por:
Flx) = {x-seng six+0
0 six=0

a) Estudiar su continuidad y derivabilidad en el origen.

b) Determinar las caracteristicas graficas méas relevantes (intervalos de crecimiento
y decrecimiento, maximos y minimos, etc.) y representarla graficamente.

3 | Cat98. Se considera la funcién g, real de variable real, dada por:
|L(1 + senx)]|
glx) = —, - para cadax # 0

a) (Es posible definir g(0) de tal forma que g sea continua en dicho punto?

b) Determinar los elementos graficos mas relevantes (crecimiento, decrecimiento,
mAximos y minimos, etc.) de la funcién f dada por:

f(x) =|L(1 + senx)|
(El apartado b est4 hecho en la ficha 1)
4 | ValO1l. Sabiendo que:
. Wn!
m = lim —
n-oco N
Calcule los valores de k € C para los que la ecuacién x3 + kx — 4em = 0 tiene una solucién
real.
NOTA: el calculo de m requiere técnicas que se veran en una ficha mas adelante. Por
tanto, prueba a hacer este ejercicio sabiendo el valor dem, que esm = e 1.
5 | CMO04. Sea la ecuacién Lx — % =0,conlERyA=0.

a) Demostrar que existe 1 para el que la ecuacién anterior no tiene solucién, y ademas
no es unico.

b) Determinese en funcién de 1 el ntimero de soluciones de la ecuacién.

6 | Cat00. Consideremos la funcion f(0, ) — R definida por:
f(x)=Lx—x+3

a) Demostrar que la ecuacién f(x) = 0 tiene exactamente dos soluciones a y b tales
quea <1<hb.

b) Dado un punto x; € (1,b), sea (x,) la sucesién dada por x,,,; = 3 + Lx,, para x > 1.
Demostrar que x,, € (1,b) para cada n > 1 y que (x,) es convergente. ;/Cual es su
limite?

7 | Mad 15. Responda razonadamente a las siguientes cuestiones:
a) Represente graficamente la funcién real de variable real definida por:
X
f(x) = I
b) Determine, segin los valores de k, el nimero de soluciones de la ecuacién:
x—kLx =0
c¢) Estudie si la sucesién de nimeros reales (a,) definida por la recurrencia:
a
a,; =e3?, a ., = ﬁ, n>1
Es convergente y, en caso afirmativo, calcule su limite.
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Soluciones ficha B1. Continuidad, derivabilidad y teoremas

1

Can00. Calcule:
. X+ senx
lim ———
xX—00 X — Senx

Al ser senx una funcién acotada, numerador y denominador tienden a infinito, por lo que
. . ., ©o .
tenemos una indeterminacion = Para resolverla tenemos dos formas:

FORMA 1 (incorrecta)
Aplicamos L’Hopital:

. X+ senx .~ 1+ cosx
lim ———— = lim ————
x-o X —senx  x-o 1 — cosx

El problema con el coseno es que es una funcion oscilante. No podemos aplicar LHopital
0 . 00 . .,
por segunda vez al no tener S hi— (ni su versién 0 - o)

FORMA 2 (buena)

Dividimos numerador y denominador entre x, de forma que tenemos:
1 4 Senx

X

lim —
x—eo | _ S€NX

El problema queda reducido a calcular el limite de %, que al ser una funcién acotada

entre oo, el resultado es cero, por lo que:
L=1

Cat97. Dada la funcién f: R - R por:

Flx) = {x-seng six#0
0 six=0
a) Estudiar su continuidad y derivabilidad en el origen.
b) Determinar las caracteristicas graficas més relevantes (intervalos de crecimiento
y decrecimiento, maximos y minimos, etc.) y representarla graficamente.

El apartado b esta hecho en la ficha de representacién de funciones, y no lo necesitamos
en este ejercicio, aunque lo mostraremos para ver los resultados del apartado a.
Para estudiar la continuidad en el origen debe cumplirse que:

lim f(x) = lim f(x) = £(0)

x—0~ x—-0*
El valor de la funcion es f(0) = 0, y los limites se calculan ambos en el primer tramo, al
no ser x igual a cero sino tender a cero. Por tanto, para ver si es continua basta con
demostrar si-

}Ci_r:% [x - sen (g)] =0 - (acotado) =0

El siguiente paso es comprobar que la funcién es derivable. Para ello recurrimos a la
definicién:

FO+R) —f©)  h-sen(f)=0 n
h h—-0 h h—0 (_)

f'(0) = ]llin(l) = lim = lim sen

Este limite no se puede calcular, ya que la funcién seno oscila cuando su argumento se
hace indefinidamente grande. Por tanto, la funcién no es derivable en el origen.
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Vemos su representacion grafica:

Donde se aprecia que no esta claro, ni puede estarlo, el comportamiento de la funcién
cerca del origen.

Cat98. Se considera la funcién g, real de variable real, dada por:

L(1 + senx
glx) = l(x—)l, paracadax # 0

a) (Es posible definir g(0) de tal forma que g sea continua en dicho punto?
b) Determinar los elementos graficos mds relevantes (crecimiento, decrecimiento,
mAaximos y minimos, etc.) de la funcién f dada por:
f(x) =|L(1 + senx)]|
(El apartado b estd hecho en la ficha 1)

Para que la funcién sea continua, no tenemos mas que calcular el limite. No obstante, el
problema aqui es que tenemos un valor absoluto, que tenemos que ver si afecta o no al
problema.
Determinamos cuando el argumento del logaritmo sera positivo o negativo. Obviamente,
no existira para valores negativos. Asi, para que exista:

T 31

5
Para que sea positivo o negativo el valor de referencia es el 1, pueslog1l™ < 0ylog1* > 0,
asi que:

l+senx=0=>senx=—-1=>x="--,

l+senx=1=>senx=0=>x=:-—1m,0,7..

Vemos que la existencia no nos afecta, pues nuestro limite hay que calcularlo en cero,
pero si lo hace la positividad, por lo que habra que hacer dos limites, uno en cada lado:

L(1 + senx L(1 + senx 0 T cpny  COSX coSsXx
lim (LA A seIl LA Fseny) 0 Tesenw CON 0S¥
x—07+ X x—0"+ X O LHop  x-0% 1 x-0t 1 + senx
~|L(1 + senx)]| ~ —L(1 4+ senx)
lm —=lim—=-.. = -1
x—-0" X x—=0" X

La funcién, por tanto, no es derivable para ningin g(0) pues sus derivadas laterales no
coinciden.

Val01. Sabiendo que:
Vn!

m = lim —
n-oco N

Calcule los valores de k € C para los que la ecuacién x3 + kx — 4em = 0 tiene una solucién
real.
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NOTA: el calculo de m requiere técnicas que se veran en una ficha mas adelante. Por

tanto, prueba a hacer este ejercicio sabiendo el valor dem, que esm = e 1.

Si obviamos el calculo de m (que haremos en la ficha de sumas de Riemann), tomando el
resultado m = e™1, tenemos que la ecuacién a analizar es:
x3+kx—4=0
El primer paso es ver qué ocurre con k € C. Para ello, y dado que buscamos soluciones
reales, supongamos que k es de la forma k = a + bi. Tenemos que:
x3+(a+bi)x—4=0:>{x3+c,lx_4:0
bix =0
A la vista de la segunda ecuacién, sacamos en claro que hay dos opciones: o bien x = 0, es
decir, una de las raices buscadas es cero, o lo es b. Pero x no puede ser cero, porque no es
solucidon de la ecuacion. Por tanto la inica opcion es que b = 0, es decir, k € R.

Pasamos a la segunda parte. Es sencillo ver como, si definimos una funcién auxiliar
f(x) = x3 + kx — 4, y usando Bolzano:
f(0O)=—-4<0 lim f(x) =00 >0Vk
X—00

Asi, por el teorema de Bolzano demostramos que existe al menos una solucién real en el
intervalo (0, ) de la funcidn, es decir, una solucién a la ecuacion planteada.

Ahora bien, el problema no deja claro si pide los valores de k para los que tiene solo una
solucién real, o bien para los que tiene una (al menos).

Si es el segundo caso, ya estaria demostrado haciendo uso de Bolzano. Bastaria que k
fuese un valor real.

Si es el primer caso, mas interesante, recurrimos a la derivada:

f'(x) =3x%2+k
La tnica forma de que la funcién sea estrictamente creciente, y por tanto (habiendo
demostrado que tiene al menos una solucién), tan solo puede tener una raiz, es que la
derivada no pueda igualarse a cero (no existan méaximos ni minimos). Esto ocurrira
siempre que k > 0, estrictamente positiva.

En el caso k = 0 la ecuacidn tiene un punto singular en x = 0. Sin embargo, al calcular la
derivada en torno a dicho punto, se ve que siempre es positiva, por lo tanto, la solucion
también es tnica.

Asi pues, para que la solucién sea unica:
k € [0,0)

CMO04. Sea la ecuacion Lx —% =0,conAl€RyA+0.

a) Demostrar que existe A para el que la ecuacién anterior no tiene solucién, y ademas
no es unico.
b) Determinese en funcién de A el ntimero de soluciones de la ecuacién.

Manipulamos la ecuacién de forma que quede en la forma:

l _x:>lnx_1
AT T3
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Pero esta es la funcién que ya vimos en un problema anterior (problema 7 ficha 1A), que
dibujada queda, siguiendo los pasos de representacion de funciones:

0.5
0.4
03
02
0.1

5-10 50 5 10 15 20 25 30
-0.1

-0.2

/ . s/ . / 1
Recordamos que el maximo de esta funcién se sitiia en el punto (e,;)
1
1

Ahora bien, para que esta funcion corte con la horizontal y = = pueden ocurrir cuatro
situaciones:

1) Si % > i, no hay soluciones pues la recta horizontal no se cruza con la funcién.

Despejando: 1 < e, pero como A > 0 para que se cumpla esta ecuacion, llegamos

finalmente a que |/1 € (0,e):0 soluciones|

.. .1 1 . ;. ., . , .
i1) Si - ==, es decir, 1 = e, tenemos una tnica solucién (usto en el maximo), que

esx =e: |/1 = e:1solucion, x = e|

.1 1 . 1 1 .
111) Si1=€(0,-), o lo que es lo mismo, 0 < =< =, es decir, 1 € (e,), tendremos dos
A e A e

soluciones: |/1 € (e,):2 soluciones|

. .1 . ;. e 7
iv) S1 1 < 0, es decir, 1 < 0, tenemos de nuevo una Unica solucién: (1 < 0: 1 solucion|

V) Hemos descartado estudiar el caso A = 0 por hipoétesis del enunciado.
La respuesta al apartado a esté en el primer caso. Todo lo que sea entre 0 y e (no es tinica),
da como resultado que no hay solucion.
La respuesta al apartado b es el desarrollo anterior completo.

Cat00. Consideremos la funcién f(0, ) — R definida por:
f(x)=Lx—x+3
a) Demostrar que la ecuacién f(x) = 0 tiene exactamente dos soluciones a y b tales
quea <1<hb.
b) Dado un punto x; € (1,b), sea (x,,) la sucesién dada por x,,; = 3 + Lx,, para x > 1.
Demostrar que x,, € (1,b) para cada n > 1y que (x,) es convergente. ;Cual es su
limite?

La funcién dada es continua en su dominio, pues el logaritmo nunca admitira valores
negativos. Representamos rapidamente la forma de la funcién:
1) Dominio: Domf (x) = (0, o)

i1) Puntos de corte: en OX no puede tener, en OY es justo el problema planteado.
iii)  Asintotas: Vertical en x = 0, pues:
lim Inx = —c0 = lim f(x) = —
x—0 x—0
Horizontal no tiene, pues )11_)r£10 = —oo, pero es interesante saber que la funcion es

negativa tanto en 0" como en .

Ficha B1. Continuidad, derivabilidad y teoremas

V @V Conce

[a] www.vimat.info

[=]



http://www.vimat.info/

ViMat preparadores Rev: 10/05/2020 vi °t

Oblicua tampoco tiene:

o f) o Inx—x+3
m = lim — = lim ——— = -1
x—-0 X X—00 X

n=lim[f(x) —mx] =lim[lnx —x+3+x] = lim[lnx+ 3] = o
X—00 X—00 X—00
Es decir, tenderia a una recta oblicua con pendiente —1, pero cuya ordenada en
el origen se encuentra en el infinito. Es decir, no tiene.
iv)  Monotonia:

) ==-1
X)=——
f X
Igualando a cero:

1 1

~—1=0>-=1>
Vemos, ademas, que es un maximo, a la vista de los resultados anteriores. Un
punto por debajo del 1 puede ser el 0* calculado antes, y un punto por encima
puede ser el limite en el infinito. Dado que ambos son negativos, y tienden a
menos infinito, este punto debe ser un maximo.
Si no se tiene claro, también se pueden probar en la derivada un par de valores
antes y después del 1 y comprobar como es creciente y luego decreciente, o
incluso recurrir a la segunda derivada.

Ahora bien, este maximo estara en el punto M(l,f(l)) = M(1,2)
Es decir, esta a una “altura” de 2 unidades.

Ya no necesitamos hacer mas, aunque podriamos comprobar con la segunda derivada que
debe ser siempre f'(x) < 0, es decir N. La funcién dibujada queda:
4

5 -4 -3 2 -1 0 1234\
-1

=2

Obviamente, en un trazado a mano no sabemos en qué dos puntos corta al eje OX, pero
sabemos que debe hacerlo por las caracteristicas anteriores.

Por tanto, la ecuacion f(x) = 0 tiene efectivamente dos soluciones, y el 1 esta entre ellas,
como dice el enunciado.

Mad 15
Responda razonadamente a las siguientes cuestiones:
b) Represente graficamente la funcién real de variable real definida por:
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X

f(x)=a

b) Determine, segun los valores de k, el nimero de soluciones de la ecuacién:
x—klLx =0
c¢) Estudie si la sucesién de nimeros reales (a,,) definida por la recurrencia:

a
_n, nZl
n

Es convergente y, en caso afirmativo, calcule su limite.

— ,3/2 —
a, = €32, apyq =

a) Dibujo de la funcién (hecho en la ficha representacién de funciones)

b) 5
Observemos el apartado anterior. La ecuaciéon x — kLx = 0 4
es equivalente a: .
X
E - 2

El inico caso en que esta ecuacién podria no ser cierta seria 1

con x =1, que cancela el denominador. Pero, al no ser
solucion de la ecuacidn, descartamos este problema.

A la vista de la funcién anterior, vemos claramente que:

1) k > e: hay dos soluciones, una en (1,e) y otra en =i
(e, )
i1) k = e: hay una solucién, concretamente x = e

i1i)  k € (0,e): no hay solucién.
iv) k= 0: tampoco hay solucién (observar la funcién original)
V) k < 0:la ecuacion tiene una solucion, en (0,1)

c)

Obsérvese que a; = e®/“ > e por lo que la sucesién que tenemos va a tener como limite
inferior a e. Probamos esto por induccién:

Para el caso n = 1 se ve claramente que e3/? > e

Paran - n+1, como f(x) = % es creciente, a,,1 = f(a,) > e

3/2

Ahora vamos a comprobar que a, es estrictamente decreciente, para efectivamente
comprobar que converge, es decir, que ay,; < ai
Vemos que a, < aq, pues:

a;, e3% 2

L Z,3)/2 —
a, = = = =€ <a =e
2" La, Le3/2 3 !

3/2

Paran->n+1:
B ! cio1<y
a =—< q, > — = a
k+1 Lag 7 k Lay k

Lo cual es cierto, pues La; > 1 Va; pues a; > e.
Asi pues, la sucesién converge.

Llamemos a al limite. En este caso:
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an
An+1 = E
En el limite:
lima,,; =limf(a,)
De donde:

a
azf(a):a:E:Lazlﬁ
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