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08.

Sucesiones. Término general y forma recurrente. e

Progresiones aritméticas y geométricas. Aplicaciones.

1. Contexto

O

O

Este tema pertenece al bloque de estructuras numéricas (temas 1 al 10)

En el curriculo, se puede ver en 3° de ESO o 4° de ESO, con alguna aplicacién
en los temas de aritmética mercantil en 1° de Bachillerato de Ciencias
Sociales. Ademas, tiene un papel fundamental en el Bachillerato Internacional
(IB), tanto a Nivel Medio (NM) como a Nivel Superior (NS). En el primero se
trabajan mucho las sucesiones aritméticas y geométricas, y en el segundo,
dado que se profundiza mucho en el tema de las series, se aflade a lo anterior
series aritmético geométricas, telescopicas, convergencia de series, etc.

2. Historia

O Las sucesiones numéricas siempre le han llamado la atencién al ser humano

a lo largo de su historia, y pueden verse ya sea en rituales o, como en

Mesopotamia, en el calculo de la raiz de 2, haciendo uso de la serie x, =1,

2
Xpt+—

Xn41 = Tx", que tiende a V2 (por supuesto con una notacién diferente).

También es conocida la leyenda del inventor del ajedrez (que posiblemente
nunca ocurrié). Este fue premiado por el emperador chino con aquello que
deseara. La recompensa fue un grano de arroz en la primera casilla del
ajedrez, dos en la segunda, cuatro en la tercera... El resultado final es que el
numero de granos de arroz al sumar las 64 casillas resultaba mayor que todo
el arroz que habia producido China en toda su historia (1.8-10'°), lo cual
muestra el rapido crecimiento de las sucesiones geométricas.

Sin embargo, no es tan conocida, sobre esta misma leyenda, la historia que
muestra el peligro de jugar con sucesiones finitas como si fuesen infinitas. Por
supuesto esta historia también es probablemente falsa. Cuenta que el
emperador, preocupado, preguntd a sus matematicos una forma de solucionar
el problema. Después de mucho pensar, llegaron a la siguiente conclusidn.
Llamando S a la suma de los granos de arroz debidos:

S=1+2+4+8+16+
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Viendo que todos los factores salvo el 1 son pares, es posible sacar factor
comun, de forma que:

S=1+4+2-(1+2+4+-)=>5=1+2S

Resolviendo la ecuacién, se tiene que S = —1, demostrando que la suma
anterior finalmente es igual a —1, algo completamente contra intuitivo, pero
matematicamente “correcto”.

Este resultado seria “valido” silos términos fuesen infinitos, pero en este caso
el paréntesis no resulta ser exactamente S, aunque lo parece, pues tiene un
término menos. Sin embargo, a simple vista, es complicado encontrar el error.

O El propio Euclides ya mostré en su sucesién de numeros primos una

demostracién de la existencia de infinitos primos.

Teorema: existen infinitos nimeros primos

Demostracién:
Para esta demostraciéon, Euclides utilizé la reduccién al
absurdo. Imaginemos que g es el ultimo primo. Entonces,
podemos construir el nimero:

N=2-3-5-...q
Que es divisible entre todos los niimeros primos y, por tanto,
no es primo. Pero por la misma razén podemos construir el
numero:

M=2-3-5-..-g+1

Que ahora resulta no ser divisible por ninguno de los nimeros primos
anteriores, dado que el resto de dividir M entre cada uno de los primos
siempre es 1. Por tanto, no tiene divisores salvo el 1 y él mismo, por lo que
M es un numero primo mayor que el nimero q que presuponiamos al
principio.

Esto demuestra que el nimero de primos es infinito.

O Newton y Leibnitz trabajaron con series de potencias de la forma )’ a,x™ para

el calculo de primitivas y derivadas, introduciendo la idea de sucesion en el
contexto de las series de potencias.
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O Euler mismo se encargé de formalizar y trabajar con series infinitas.

O Cantor formaliz6 los conceptos de conjuntos, que incluyen sucesiones,

especialmente cuando uno se plantea conjuntos de elementos infinitos, como
1

puede ser el dado por los nimeros x,, = {x } Con ello, estabecid la teoria de

n

conjuntos, que tantos resultados supuso, como los que permitieron a Alan
Turing descifrar la maquina Enigma de los Nazis, acortando en muchos anos
el final de la Segunda Guerra Mundial.

O Por ultimo, cabe mencionar a Mandelbrot, que establecié una sucesién de
recurrencia con nimeros complejos en la forma

fi CoC

2, =2 (0)}heny = M = {c € C[{f"(0)}nen acotada}
zZ—>zZ°+cC

3. Introducciéon

George tiene ante si un conjunto de 1600 examenes tipo test de 15 preguntas.
Sabe que, en ninguno de ellos, hay dos preguntas respondidas bien
consecutivamente. El tiene los resultados delante, pero se pregunta cémo podria
determinar la probabilidad de que existan al menos dos exdmenes iguales
haciendo uso de las matematicas...

En este tema comenzaremos viendo las definiciones basicas de sucesiones, para
dar paso en el bloque siguiente al caso particular de sucesiones aritméticas y
geométricas, y anadiremos los casos de sucesién aritmético geométrica y
telescopica. A continuacion, veremos como construir sucesiones recurrentes, para
mostrar el caso particular de la sucesion de Fibonacci. Dedicaremos un apartado
a analizar el problema del limite de la sucesién, para acabar con algunas de las
muchas aplicaciones que tienen las sucesiones.
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4. Sucesiones

Se denomina sucesién a una aplicacién f:N - R (o C€) de la forma {x,},n = 1...c0.

En este tema, de forma general, trabajaremos en R. Las operaciones habituales
se heredan en las sucesiones:

o Suma: {xn} + {Yn} = {xn + :Vn}

o Producto por un escalar: 1-{x,,} ={1-x,}, 2€R

o Producto: {Xn} : {}’n} = {xn : yn}

Las dos primeras propiedades confieren al espacio de las sucesiones el caracter
de espacio vectorial, mientras que la 1y la 3 el de anillo unitario conmutativo con
divisores de cero.

Definimos:

o Sucesién monétona creciente: aquella que x,,; = x, (equivalentemente
decreciente x,,; < x,,)

o Sucesién acotada superiormente: si IM € R | x,, < M V n (e igualmente se
define una sucesién acotada inferiormente)

o Sucesién alterna six, - x,,, <0Vn

o No confundir con una sucesioén oscilante. Una sucesién alterna puede ser
convergente, mientras que una oscilante no tiene limite.

o Sucesién convergente: cuando existe un m tal que se verifica que existe
algin numero L tal que:

Ve>03InygEN | sin=ny=|x,—L| <¢

Entre los muchos resultados que podemos proponer, mencionamos el siguiente:
Proposicién: toda sucesion convergente esta acotada
Demostracién: tomemos una sucesiéon {x,} que converge a L. Tomemos la
definicién anterior de convergencia, con ¢ = 1. Asi, |x, — L] < 1. Como |x,| —
|L| = |x, — L] <1, se deduce que, paran = ngy, |x,| <1+ |L|
Tomemos M = max{l + |L|, |xq], [x2] ..., |xn0 - 1|}
Entonces, para cualquier natural n, tenemos que x,, < M, asi que {x,} esta
acotada.

Notese que, en la proposicidon anterior, la implicacién inversa no es
necesariamente cierta: una sucesién acotada puede no ser convergente, como le
ocurre por ejemplo a la sucesion x,, = (—1)".

Por otro lado, tenemos varias formas de construir sucesiones:

o Término general. Por ejemplo, a, = n? es la sucesién de los ntimeros que
son cuadrados perfectos, a,, = {1,4,9,16 ...}
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o Por recurrencia. Por ejemplo, f,, = f,,—1 + 1 es la sucesién de los nimeros
naturales si establecemos que f; = 1 (empezando en el 1): f,, = (1,2,3...).
Mas adelante hablaremos de ellas en mas detalle.

1 n par

0 nimpar que lleva a f, = {0,1,0,1...}

o Mediante férmulas: f,, = {
o Por extensién. Por ejemplo con los decimales de 2 =1.4142..
establecemos la sucesiéon d,, = {1,4,1,4,2 ...}

o Forma explicita. Cuando no tenemos una forma de definir cada elemento
de la sucesion, lo mas que podemos decir es cuales son sus elementos uno
a uno. Por ejemplo, los nimeros primos: 2, 3, 5, 7...

5. Sucesiones aritméticas y geométricas

Por su importancia y aplicaciones, distinguimos estos dos tipos:

a) Sucesién aritmética

Una sucesién aritmética es toda aquella en la que al restar dos términos
consecutivos el resultado es una cantidad fija llamada diferencia d:

Api1 — Ay =d

Para calcular el término general observamos la siguiente tabla:

Término Simplificado

Primero ay a3 =4
Segundo a, =a; +d a,=a; +d
Tercero a;=a,+d=a,+d+d as; =aq +2d
Enésimo |an =a,+(n— 1)d|

Podemos probar esta formula por induccion.

Demostracién:
Vemos que el caso n = 1 es trivial, pues queda el primer término:
a;=a,+0=q
Para el caso n + 1, dando por valida la expresién de partida:
= +(m+1-1Dd=a;+(n—1)d+d=>a,,,=0a,+d
Como se queria probar.

En una sucesiéon aritmética podemos sumar un numero de términos.
Llamaremos a esta suma S,,, que denota la suma de los primeros n términos.
La expresion viene dada por:

a, +a,
Sn=——"

Demostracion:
Observamos que podemos ordenar la suma en los dos sentidos:
Sp=ay+[a;+d]l+[ay+2d]+ -+ [a;+ (n—2)d]+ [a; + (n—1)d]
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b)

Sp=la;+(n—1Dd]+[a; +(n—2)d]+ -+ [a; +2d] + [a; + d] + a4

Y sumemos ambas término a término. Es facil ver que todos ellos quedan
iguales. Por ejemplo, el primero de la primera suma con el primero de la
segunda suma resulta:
a;+[a; +(n—1)d]=a, +a,
Los dos segundos:
[a; +d]+[a;+(n—2)d]=a,+[a; + (n—1)d] =a; +a,

Asi, s1 sumamos ambas sumas tenemos:
28, =n-la; + ay,]

Despejando llegamos a la conclusién buscada:
. a; +a,
2

Segun cuenta la historia, fue Gauss quien, con 8 anos, descubri6 esta suma
cuando un profesor suyo les pidié que sumasen los primeros 100 nimeros
para que los chavales estuviesen entretenidos un rato y él descansase. Los
alumnos escribian los resultados en pizarras individuales cuando se trataba
de hacer calculos, y a los pocos minutos, Gauss entregd su pizarra con el
numero 5050 anotado en ella. El profesor pensaba que habia puesto el nimero
al azar, pero pronto comprobd que era correcto.

Gauss se habia dado cuenta de que los nameros se sumaban por parejas, y al
detectar esta regularidad, la suma quedaba una operaciéon muy sencilla.

Sucesion geométrica

Definimos una sucesién geométrica como aquella en la que al dividir dos
términos consecutivos el resultado es un numero fijo llamado razoén r:

An+1
=r
an

Para construir esta sucesién procederemos como antes:

Término Simplificado
Primero ay QG =a
Segundo a, =aqr a, =a,-r
Tercero A3 =Q, T=a; 71 as =ay - r?
As1 _ n-1
Enésimo Ay, =a, -7
Demostracién:

De nuevo, probamos esta expresiéon usando induccién. Para n=1 el
resultado es obvio, pues lo que quedaes a; = a; ‘"1 =a; - r° = q,.
En el cason + 1, dando por valida la expresién para n:
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n+1-1 n

Apn+1 =01 ° T =ap°7r

Quedando demostrada.

Para estas sucesiones también se define la suma, cuya expresién es:

_a (" —1)
"Tor—1

Demostracion:
Escribimos tanto la suma como dicha suma multiplicada por la razon:
Sp=a+ar +agr? + a4 qr?t
rSp=a;r +ar? +ar3 + -+ agr™t + ar™®
Si restamos término a término vemos que se repiten todos salvo los
extremos, por lo que queda:
a,(r*—1)

rS,—Sp=am"—a;=25,r—-1)=a,0"-1)=>5, = p—

En el caso de las sucesiones geométricas puede ocurrir que tengamos una
razon entre 0 y 1. En este caso, los términos seran cada vez mas pequenos, de
modo que, en el limite (que explicaremos después), se tendra que:

lima, =0

Por tanto, es posible calcular la suma de todos los términos de la sucesién. No
hay mas que fijarse que, en la expresion de la suma anterior, cuando n — oo,
el término r™ — 0. Asi, la suma infinita queda:

a;
1-—7r

Seo =

Veamos un ejemplo de aplicacién: sumemos
todas las areas de los cuadrados de la figura:

16

Para ello vemos que el primer término es el
drea del cuadrado grande a; = 16% = 256

Para el segundo cuadrado, utilizando
Pitagoras, vemos que su lado viene dado por:

12=82+82=1=8V2=a,=128

Es sencillo seguir este procedimiento para ver que las areas de los cuadrados
siguen la sucesion a, = {256,128,64,32 ...}

Es decir, una sucesion geométrica de razén 1/2 y primer término 256. Por
tanto, la suma de todas las areas de los cuadrados sera:

o 256 _256_ .,
m_l_l_l/z_ cm
2
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©)

El problema de la sucesién infinita responde a la
pregunta de una de las aporias de Zendn, segin
la cual “el movimiento no existe”. Esto es asi,
porque para poder avanzar de un punto A a un
punto B, es necesario recorrer primero la mitad
del camino, y luego la mitad, y la mitad... de modo
que nunca llegas a B. Newton y Leibniz
resolvieron esta paradoja mediante el calculo
integral, que esencialmente consistia en la suma | E] genio del amor
de infinitos elementos i nfinitamente pequetos (video)
(de aqui emerge el concepto de diferencial). Si
tomamos una longitud L, dividida en pequenos elementos dx, y los “sumamos”
todos:

L
fdx=[x]6=L—0=L
0

No obstante, mediante sucesiones, también es posible llegar al mismo
resultado. A fin de cuentas, recorrer esta distancia a base de recorrer mitades
de caminos, no es mas que la suma de los infinitos términos de una sucesién

geométrica de primer término %, y de razén %1
L2 L2
=" 1~ 1—/2 3
=3

Sucesiones aritmético geométricas

Una sucesion aritmético geométrica combina ambas sucesiones. Denotemos
AG,, alasucesion, a, a la aritméticay g, a la geométrica. Entonces, el término
general de la sucesion sera:

AG, = apgn={a-g, (a+d)gr, (a+2d)gr?, ...}
Es decir, su expresion general es:

AG, = (a+ (n—1)d)gr™?!

Demostracién de la suma de una sucesién aritmético geométrica
Podemos calcular la suma de estas sucesiones, sin mas que:
Sp,=ag+ (a+d)gr+ (a+2d)gr?+--+[a+ (n—-1)d]gr*?
rS, =agr+ (a+d)gr?+ (a+2d)gr3 + -+ [a + (n — 2)d]gr"?!
+[a+ (n—1)d]gr™
Restando, notamos que se cancelan muchos términos (marcados en rojo),
ademas que podemos sacar g factor comun:
S, —1S, =ag +dgr +dgr?+dgrd+--+dgr" ! —[a + (n — 1)d]gr"
=ag +dgr +dgr? + -+ dgr" ! — agr™ — ndgr™ + dgr"
Reconocemos una sucesion geométrica en esta suma:
Sp—1S, =ag+SG(a; =dgr;r =r;n=n) —agr™ —ndgr"

dgr(r™ —1)

—1
Despejando S, en el lado izquierdo y extrayendo g en factor comun:

Sp—1rSp,=ag + agr™ —ndgr™
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g ar(r® -1)
Sn=1_r a+ — —r"(a +nd)
Aunque podriamos dejarlo asi, se puede ir un paso mas alla, cambiando de
signo el segundo sumando y extrayendo (1 — r) factor comun:

Sp = g [al—-7r)+dr(1—71™") —1r"(a+nd)(1 —1)]

1-r)
Desarrollando:
= L — _ n+l _ ,.n n+1
Sn (1_r)2[a ar +dr —dr r*(a+ nd) + r"**(a + nd)]
Es decir:
= L - _ n n+1 _
Sn (1_r)2[a+r(d a) —r"(a+nd)+r"(a+ (n—1)d)]

d) Sucesiones telescépicas

Una sucesién telescépica es aquella que se construye con otra sucesion de
forma que:

lh = ap — Ap4q

Esta sucesidn tiene la caracteristica que también resulta sencilla de sumar,
tanto de forma finita como infinita.

Un ejemplo tipico es la sucesién, dada por:

- 1 _1 1
" nn+1) n n+1

Al hacer la suma de los n términos de la sucesién, se tiene:

S—(l 1)+(1 1>+<1 1>+ +( 1 1>+<1 1)
"\l 2 2 3 3 4 n—1 n n n+1

Eliminando términos:

S, =1-—
n n+1

En el limite, tenemos la serie de Mengoli. Haciendo uso del analisis
elemental, vemos que S, = 1

6. Sucesiones recurrentes

Una sucesion recurrente es aquella en la que cada término se construye
utilizando los términos anteriores de la sucesién. De forma general:

xn+k = f(xn+k_1p xn+k_2 ...xn)

Dentro de estas sucesiones, cabe destacar las sucesiones lineales, que son
aquellas con la forma:

Xn+k = A1 Xpik-1 T Q2 Xpig—2 T -+ ApXy
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Especialmente interesante resulta el caso de la sucesién de Fibonacci, que es
aquella con la forma siguiente (en la que, habitualmente, a = b = 1):

Xp=0Q Xp_1+b x,_5

Puede probarse que se puede sacar el término general de esta sucesion a través
del polinomio caracteristico, que en este caso es:

—a++Va?+4b

x>’=ax+b=>x= 5
De forma que pueden darse tres casos:

o Las raices de la ecuacién anterior son reales y distintas. Entonces el
término general tendra la forma:

X, = ar{* + pry

Donde a, 8 son dos constantes que quedaran determinadas en funciéon de
los dos primeros términos de la sucesion.

o La ecuacién anterior tiene una unica raiz doble r. Entonces:
Xp = ar™ + Banr™ = r"(a + fn)
o La ecuacién anterior tiene raices complejas. En este caso:
X, = r'*[Acos(an) + usen(an)]

Donde 7, es la forma polar del nimero complejo, vy A, u constantes a
determinar.

o De forma general podemos decir que tendremos un término de la forma r™
por cada raiz simple, una sucesion de la forma r™, nr™ ...n™r™ por cada raiz
de multiplicidad m, un par de términos r™ cos(na) y r"sen(na) por cada
raiz compleja simple, y una serie de términos
r* cos(na),nr™ cos(na) ...n™r" cos(na) por cada raiz multiple compleja de
multiplicidad m, més otros tantos con sen(na)

Como ejemplo mostraremos la sucesién habitual de Fibonacci, que es aquella
dada por:

Xn+2 = Xn41 1 Xn, X1 =x=1
Resolviendo el polinomio caracteristico:
2 2 1+£V5
x“=x+1>=>x —x—1=0:x=T

1+V5\" 1-+35\"
e e

Con las condiciones iniciales tenemos:

www.vimat.info Revisado: 22/08/2021 @V Conce



http://www.vimat.info/

08. Sucesiones. Término general y forma recurrente.
Progresiones aritméticas y geométricas. Aplicaciones.

( <1+£>1 <1_ﬁ>1
X1 =a +p =1

2 2
145\ 1-v5\
(55 155 =

Resolviendo el sistema llegamos a que a = —f§ = %, quedando:
1

e -]

Este resultado lo utilizaremos maéas adelante para resolver el problema del
cumpleanos propuesto inicialmente.

Xn =

7. Limites
Definimos el limite de una sucesién x si se cumple que:
Ve>03InyeN | Vn>ny |x,—x|[<e¢
o Definimos una sucesién convergente si existe limite.

o Una sucesién sera divergente cuando el limite sea infinito, es decir, ocurre
una de estas dos aseveraciones:

= VYM>03nyeN | Vn>nyg=2>x,>M
= VYM<03IngeN | Vn>ny=2x, <M

o Una sucesién serd oscilante cuando no es convergente ni divergente.

Propiedades:

o Siuna sucesidn tiene limite, este es Uinico.

Demostracion:
Supongamos que la sucesion x, tiene dos limites, x y x’. Entonces, sea
lx — x|
EL< ———

x =limx, >3Ing | n>ny=|x, —x| <&

x' =limx, > 3Inyg |n>n;=|x, —x'| <¢
Con N = max(ngy, ng)

[x —x'| < |x—xy|+lxy — x| <et+e<|x—x|

Contradiccién. Demostrado.
o Toda sucesién convergente esta acotada.

o lim(x, + x;) = limx, + limx,,
o lim(c-x,) =c-limx,

o lim(x, - x;) = limx, - limx;,

. xn\ _ limxy . ’ ’
o lim (x{l) = fima.’ silimx, # 0,x, # 0
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8. Aplicaciones

a) Series: se define una serie como el sumatorio de los infinitos términos de una

sucesién: Y x,,. Si esta sucesién es sumable (el limite es finito) sera una serie
convergente, y si no divergente. Existen multitud de criterios para
determinar el caridcter de una serie (convergente o divergente), como por
ejemplo el criterio de D’Alambert, que dice que:

.« 9. a . . .
o Silim—2* < 1 la serie es convergente. Si es > 1 es convergente. Si es 1 no

an

puede usarse este criterio.

Para que una serie sea convergente, una condicién necesaria (pero no
suficiente) es que lim x,, = 0.

Demostracién:
Sean las sumas parciales de una serie la sucesién formada por la suma de
términos hasta un término dado:

sea S el limite de las sumas parciales. Entonces se tiene que el término n
ésimo sera la diferencia:
Xn = Sn+1 — Sn
Por la propia definiciéon de suma parcial. Tomando limites:
limx, =limS,;; —lim$,
En el limite, sila sucesion converge, los dos limites del lado derecho deben
ser iguales al limite, que hemos llamado S. Por tanto:

limx, =5—-5=0

b) Descomposicién decimal de un niimero (racional o irracional):

c)

+a'a,a,a;3..=+a+a; 1071 +a, - 1072 + -

Funciones definidas con series de potencias:

[oe]

) =) anx—xo)"

1

El desarrollo en serie de Tayor permite expresar una funcién como serie de
potencias, donde los coeficientes son:

AICD

n n!

Que tiene definido un radio de convergencia, que indica su zona de
aplicabilidad, y viene definido por:

Qan

R = lim
an+1

Por ejemplo, la funcién exponencial se desarrolla como:
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d)

(o]
X 1 n
e = E —x
n!
n=0

En torno al punto x, = 0. El radio de esta serie es infinito:

1/n! - (n+1)!

R =lim

= lim =lim———=1lim(n+1) =
Ans1 1/(n+ 1)! n! ( )
Lo que indica que es posible utilizar, siempre que se quiera, la serie en vez de
la funcién. Estos cambios permitieron a Leibnitz el cilculo de muchas
derivadas e integrales de funciones en los inicios del calculo diferencial.

Interés compuesto

Al introducir un capital inicial C en un banco durante un niimero de afios t a
. , T .

un interés r, se produce un aumento anual de (1 + 1—00). Al aplicar esto

sucesivamente (indice de variacién), se obtiene la conocida expresién:

N
CG=C(1+—
f ( 100)

En esta expresion el tiempo suele venir en afios, dado que el rédito r es anual
(se aplica cada afo). No obstante, pueden utilizarse otros periodos de
capitalizacién. Por ejemplo, puede aplicarse cada mes, en cuyo caso se aplica
12 veces al afio siendo el rédito la doceava parte del anual:
r 12t
Cr=C-(1+——=
f ( 12-100)
Si seguimos acortando el periodo de capitalizacién a un plazo muy pequeiio,
que llamaremos 1/N con N un ntimero grande (nimero de veces que se aplica
al afo), llegamos a:
Nt

C}=C§gi1+ﬂ%ﬁ)

Esta expresion podemos desarrollarla llegando a:

100N
) T 10T0N'Nt
G =C-Jim {1+3558
T

.., , . 1\* . X
Que, por la definicién del nimero e = lim (1 + ;) podemos convertir en:
X—00

rt

Cf=C€m

Esto indica que, por mucho que acortemos el periodo de capitalizacion, existe
un limite que no podemos pasar.

Puede demostrarse que resulta practicamente el mismo beneficio entre
calcular el capital final con periodos de capitalizacién diarios, o periodos de
capitalizacion cada segundo, debido a este hecho.
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e) Teoria de juegos: la martingala

f)

La martingala es una forma de jugar a un juego dicotémico que consiste en lo
siguiente:

Apuesta 1€

Gana:

Pierde:

Gana 2-1=1€
Apuesta 2€

Vuelve a empezar

Gana:
Gana 4-2-1=1€

Pierde:
Apuesta 4€

Vuelve a empezar

Si calculamos la esperanza matematica de este juego, se tiene:

11 111

1
EX)=1- St lisioiod

~+1
2
Pues, antes o después, siempre acabaras ganando. Y, efectivamente, es asi,

por lo que este juego tiene esperanza matematica infinita.

En realidad, un proceso de martingala se define como aquel que no tiene
deriva. El caso mostrado es la llamada paradoja de San Petersburgo.

Existen articulos muy interesantes que muestran que efectivamente este
juego no deberia ser puesto en practica, basandose en varios hechos, como que
el valor del dinero depende del dinero que se posea. Asi, 1€ es mucho dinero
para alguien que no tiene nada, pero no es nada para alguien que tiene
mucho. Si se afiade este factor al juego, resulta que no merece la pena, ya que
en un momento dado puedes tener que apostar cientos de miles de euros para
ganar un euro, desmereciendo la apuesta.

Teorias de poblacién maltusianas.

Thomas Malthus establecié en el SXVIII una serie de articulos donde
mostraba que la poblacion mundial crecia siguiendo una sucesién geométrica,
mientras que los recursos de que disponian seguian una sucesion aritmética.
Asi, tenia que llegar un momento dado en que la poblaciéon superaba los
recursos, momento en que podia ocurrir alguna de las siguientes causas:
enfermedad masiva (como la peste), una guerra mundial, un receso econémico
o crisis, etc. Las teorias de Malthus han sido ampliamente estudiadas y el
problema de la superpoblacién relacionado con los recursos es uno de los
problemas mas actuales, dada su relacién con factores sociolégicos o
econdémicos.
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9.

10.

Conclusién

En este tema hemos intentado hacer un recorrido por las sucesiones mas basicas
introduciéndonos en algunas otras mas complejas, pero la teoria de sucesiones,
que a simple vista parece un divertimento matematico, ha acabado siendo una
de las herramientas mas potentes de las matematicas.

Sin ir mas lejos, las series de potencias son la base para la resolucion de muchos
de los problemas mas complejos en fisica, relacionados por ejemplo con ecuaciones
trascendentes, que no podrian ser resueltas de no ser por los desarrollos en serie.

Retomando el problema de George, él se da cuenta que el patréon que siguen los
15 exdmenes tipo test es el siguiente (dado que no puede haber dos preguntas
bien seguidas):

Y asi sucesivamente. Ahora bien, observando cada paso, George observa la
secuencia 2,3,5,8... y enseguida reconoce la sucesiéon de Fibonacci.

Por tanto, dado que son 15 examenes, el resultado es rapido una vez que sabe
trabajar con sucesiones. No tiene mas que calcular el término 17 de la sucesién
(puesto que en su esquema faltan los dos primeros unos), y tendra el resultado.
Con lo que hemos visto en el tema:

1(/1+V5\ [1-+B\
f”:ﬁ(( 3 ) —( 5 )>=1597

Por tanto, y dado que hay 1600 exdmenes, George demuestra que debe haber, por
fuerza, mas de dos exactamente iguales.
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11. Posibilidades de ampliacién

Este es uno de los temas maéas importantes, pero también de un contenido
accesible a muchos opositores, por lo que conviene destacarse del resto. Como
sugerencias, recomendamos:

o Diferencias finitas. Si tienes tiempo, este bloque es el primero que deberias
anadir al tema.

Definicién: sea (x,) una sucesién (en un cuerpo K). Se llama sucesién de las
diferencias primeras a:
Axp = Xpi1 — Xp
Igualmente, podemos construir la sucesion de las diferencias segundas
como:-
N’x, = Axpyq — Dx,
Asi, sucesivamente, tenemos que las diferencias de orden k seran:
Afx, = AF1x, ., — A 1x,
Teorema: sea (x,) una sucesion. El término general de esta sucesion, y la

suma de los primeros n términos consecurivos, puede expresarse como:
r n—1

xn=2(n;1)-Akx1=(nal)x1+(n11)Ax1+ +( _1)A” Ly

k=0

n
5= ()50 = (v ()ox+ (a4 (o

k=1

Demostracion: utilizaremos induccion.
Probamos que es cierto para n = 1:

. 0
X, =Z(1;1)-Akx1 — (g)~x1 =x
k=0
9
1
Sl = Z (11{) Ak_lxl = (1) . x1 = x1
\ k=1

Hecho esto, asumiremos valida la expresion, y trataremos de demostrar que,

con ella, es también valida la expresion para n + 1:
n

n
— k
Xn+1 E) Z (k) < A%xy
k=0
Como Ax, = x,.1 — X,, entonces x,,; = X, + Ax,. Ahora bien, aplicando la

hipétesis de inducciéon a x,, y Axn'
n—-1

P Z ( Akxl + z Ak+1x1

Cambiamos el segundo sumatorlo, de forma que:
{ t=k+1o>k=t—1
kejo n—1]=>t€[1n]

k Tl—l
( Ax1+z t—1 xl

0

3
p—\

Xn+1

=3
I
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Al ser una variable muda, podemos volver a cambiar t por k. Extraemos el
término O del primer sumatorio, y el término n del segundo, para poder
combinar ambos sumatorios:

n-1 n-1
n—1 n—1 n—1 n—1 -
xn+1:( 0 )x1+Z( k )Akx1+2(k_1)Akx1+(n_1)An 1X1
k=1 k=1
Al juntar los sumatorios, tenemos que usar la propiedad de ntumeros

combinatorios que dice que (n ; 1) + (Z : D = (Z) :

n-1
n —
xn+1 = X1 + Z (k) Akx1 + ATI. 1x1
k=1

Ahora bien, dada la estructura de la expresién, no tenemos mas que incluir
en el sumatorio los dos valores extremos, para llegar, como queriamos, a:

n
Xn+1 = Z (Z) - ARy

k=0

Como se queria demostrar.

De forma similar puede demostrarse S,, haciendo uso de lo ya demostrado.
Con esto, podemos construir progresiones aritméticas de orden superior, que
no son mas que:

Xy = (nal)xl+(n11)Ax1+---+(n;1)A”x1

Sn=(1)x+ (5) 85+, 1)

Donde, si tomamos p = 1, tenemos las progresiones aritméticas ordinarias.
De aqui, se deduce un importante resultado:
La suma de una progresién de orden superior, sera un polinomio de grado
ptlenn
Ejemplo (posiblemente no dé tiempo en el tema): calculemos la suma de los
primeros n cubos, es decir, los primeros n términos de la progresion:

x, =n3
Esta progresion es aritmética superior de orden 3. Calculamos sus

diferencias finitas:
xn = l 2 3 ) 3 3 ) 43 ) 5 3

Ax, = [7] 19, 37, 61
N2x, = [12] 18, 24
M3x, = 6] 6

Vemos que la fila de A3x,, es constante e igual a 6. Por tanto:

o= (1) 1+ () 7+ (3) 12+ (3) 0= LT 4 DF

Que es la féormula de los n primeros cubos, un polinomio de orden 4. Adema4s,
es interesante notar que la suma de los primeros n cubos, es el cuadrado de
la suma de los n primeros naturales.

o Existen numerosas proposiciones, facilmente demostrables, que podrian tener
cabida en el tema. Por ejemplo:
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Proposicion: el producto de una sucesién convergente a cero por una
sucesion acotada, es una sucesién que a su vez converge a cero.

Teorema de Bolzano-Weierstrass. Cualquier sucesién mondtona y acotada
de ntumeros reales es convergente.

Proposicién: sea {x,} una sucesion de numeros reales, que converge a L.
Entonces, cualquier sucesion parcial de {x,} también converge a L.

o En sucesiones geométricas, puede explicarse la siguiente propiedad:

ap - A s @y =4/(ag - ap))"

Cuya demostracion, por induccién, resulta muy sencilla:

Demostracién:
Por induccién. Para n = 1 es trivial:

a; =+/(a; - a;)?

En el cason - n + 1, debe cumplirse:

n+1

QA" ."Qp " Apy1 = (| A1 " Apyg

—_—— —— ——
[(ai-ap)™ anT anT

\/(al'an)n'an 'r:\/(al 'an'r)n+1
Elevamos al cuadrado:
n 2 2 n+1
(al'an) *Qp - TT = (al'an'r)
Y desarrollamos el miembro derecho:

(ar-a)"-aq 1% = (ay - @)™t - "

(al ' an)n ' arzl ' TZ = (al ' an)n ' (al ' an) ' Tn+1

Por lo que:
az=a;-a, " 1>a,=a;, -1

Que es justo la forma del término general de la sucesiéon geométrica.

o Deigual forma, puede verse facilmente que:

an =/ 0n-1"An+1

o Puedes hablar de la media geométrica, y su relacion con la estadistica:

Asi como su relacién con la media aritmética:

n,/al ’az * ...'an S

Igualdad que solo ocurre si todos los términos son iguales.

a1+a2+"'+an

n
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La media geométrica aparece, por ejemplo, en geometria. En un triangulo
rectangulo, siendo m y n las proyecciones de los dos catetos sobre la
hipotenusa, y h la altura, se tiene que:

h=vmn

En cuanto a las sucesiones recurrentes, puedes explicar con mas detenimiento
el polinomio caracteristico (aunque quizd suponga salirse del tema). Sin
embargo, puede ser interesante demostrar que, en la sucesién de Fibonacci, se
cumple:

F 1445
lim Pt - V5

oo F, 2

De hecho, puede hacerse con una sucesién tipo Fibonacci cualquiera, sin ser
necesario que los dos primeros términos sean a; = a, = 1.

Este problema esta resuelto en la ficha de series y sucesiones.

m Fn+1 (1+\/_> _ (1 _2\/§>n ]
S
)
B (1+\/_) (1 —Zx/g)

n

Multiplicamos y dividimos por (—Hf) :

(25)-(=5)6=8)

Demostracién:

lim

=
1++5
En el limite:
I 1= V5" 0
"l‘r’r'}°<1+\/§> -
Por lo que:
(1+\/§>_0
L 2 |1++5
L=lim 1 ==z ¢

Cualquier expresién decimal periddica puede considerarse como la suma
infinita de una progresion geométrica de razén menor que uno:

09 09

23.09 = 23 + 0.09 + 0.0009 + -+ = 23 + —
+ + + +100+1002+
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De esta forma, podemos realizar el paso de decimal a fraccién usando la
férmula de la suma infinita de términos:

23,05 = 23 + 0.09 _23+0.09_23+ 9 _23-99+9
T 1L 099 99 99
100
S1 queremos la conocida expresion que se da en secundaria, podemos

realizar la siguiente manipulacién:

23-99+9 23-(100—1)+9 2300-23+9 2309 —23
99 N 99 N 99 B 99

Es decir, “el nimero sin decimales ni coma, menor la parte entera, entre
tantos nueves como cifras periddicas tenga”.

Lo mismo puede realizarse con los decimales periédicos mixtos.

o Relaciéon de las sucesiones con las series, y aqui puede contarse casi cualquier

cosa, aunque hay que tener en cuenta no salirse demasiado del tema:
convergencia de series, desarrollos de Taylor, radio de convergencia, series de
Fourier...

Como aplicaciones, quiza es buen momento para modelizar la expansién de un
virus, tanto bioldgico como informatico, siguiendo una sucesién geométrica.

Puede ser interesante la demostracién de algin lema o proposicion
relacionada con el tema. Por ejemplo:

“Toda sucesién convergente esta acotada.”
“Toda sucesion mondtona y acotada es convergente.”

“Al multiplicar una sucesién que converge a cero por una sucesién
acotada, el resultado es una sucesién que tiende a cero.”

Sus demostraciones no resultan excesivamente complejas.

En cuanto a la relacién entre las sucesiones y el calculo diferencial, existen
numerosas relaciones entre ellas. Por ejemplo, cabe mencionar el teorema de
Bolzano-Weierstrass:

Teorema (de Bolzano Weierstrass): sea a, una sucesién acotada, entonces
tiene alguna subsucesién convergente.

Muchos de estas relaciones y teoremas sirven, por ejemplo, para la
demostracion de la continuidad de algunas funciones. Pueden verse algunos
resultados en estos apuntes de Pepe Aranda, de la UCM de Madrid, del
departamento de fisica teédrica:
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Aunque resulta algo repetitivo, pues se explica en la parte de limites, también
pueden verse las propiedades de las sucesiones, como que para dos sucesiones
convergentes (x,) e (3,), que convergen a x e y, la sucesion suma (x, + y,)
converge a x +y. Lo mismo ocurre con el producto y la divisién, en caso que
y # 0.

Puede hablarse también de las sucesiones de Cauchy, que ademas lleva
aparejado el siguiente teorema:

“Toda sucesion es convergente si y solo si es una sucesiéon de Cauchy.”

El tema puede prestarse también a mencionar y demostrar el lema de
Sandwich, que dice que, para tres sucesiones (x,), (¥,), (z,), si se cumple que
Xn < Yn < z,, a partir de un cierto n, y x, » L y z, — L, entonces también
Yn = L.

En sucesiones aritméticas y geométricas, resulta sencillo explicar como
interpolar un nimero determinado de términos entre dos dados.

Como ejemplo de sucesion, puedes mostrar el nimero e:

1 n
e = lim (1 + —)
n—-oo n

O, en una versiéon mas compleja, con una sucesiéon que tienda a infinito en
lugar de n. Sea como sea, puede ser incluso interesante adjuntar la
demostracién de que converge, o que es un numero irracional (esta
demostracién estd en las fichas de ejercicios y en el tema de la exponencial),
pero se sale un poco del objetivo del tema.

www.vimat.info Revisado: 22/08/2021 @V Conce



http://www.vimat.info/
https://teorica.fis.ucm.es/pparanda/Calpdf/m2.pdf

